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は し が き 


本 書 が 属し て いる シリ ー ズ “大 学 へ の 数 学 ニ ュー アプ ロー チ ” 
は , 姉妹 編 , 数 学 I, 数 学 A, 数 学 II, 数 学 B の は し が き で 述べ 
た よう に , ふた つの キー ワー ド の それ ぞ れ に 象徴 され る 次 の ね ら 
い を も っ て いる 。. 

その 第 一 は , 数 学 に 関す る か ぎり 大 学 受験 で の 成功 に 自信 が 持 
て る 学力 を , 将来 の 発展 に つなが る 正統 的 な 勉強 に より 身 に つけ 
よう と する 諸君 の お 役に立つ こと で ある . 

第 二 は , その よう な 高い 水準 に 到達 する た め の 読者 の 負担 が 最 
小 化 さ れる よう に , すなわち , 読者 の 努力 が 効率 よく 活き , 才能 
が 引き 出さ れる よう に 題材 お よび 表現 の 工夫 を こら し て の ニュ ー 
アプ ロー チ (新しい 近づき 方 ) を 提供 する こと で ある . 


一 流 の 大 学 そこ で は 現代 数 学 の 研究 者 で ある 教授 達 が 数 
学 の 出題 を 行なう の 入試 に 関し て は , 高校 数 学 の 範囲 で あ 


っ て も , 浅 薄 な 「 技 」 や 「 術 」 を 頼る べき で は な く , や は り , 正 
統 的 な 理論 を 理解 し , 筋目 の た だ し い 問 題 解決 力 を 身 に つけ る こ 
と が 成功 へ の 王道 で ある , また , こう し た 勉強 が ,。 理系 の みな ら 
ず 文 系 の 諸 専 門 に 進む 場合 に も , これ か ら の 社会 で 尊重 され る 数 
学 的 な 知性 の 育成 に つなが る は ず で ある . 


“東大 へ の 解析 1 , 解析 II” と し て 誕生 し た , 大 学 へ の 数 学 シリ 
ー ズ は すでに 40 年 余 の 歴史 を 持っ て いる . 幸い に 。 大学 へ の シリ 
ー ズ に こめ た ,” 正統 的 な 勉学 に よる 実力 の 育成 を ” と の 我々 の 主 
張 は 、 進 学校 の 真剣 な 先生 方 の 評価 .。 お よび , 気力 と 志 に 富ん だ 
高校 ・ 受 験 生 の 支持 を 一 貫 し て 受け 続け た の で あっ た .” この 伝統 
的 な 長所 は 今回 の シリ ー ズ で も 確保 し た つも り で ある . 

一 方 , セン ター 試験 が 高校 生 の 心配 事 と し て 先行 する 現実 の も 
と で は , 理論 体系 に 忠実 な ちあ まり , ある い は 性 急 な 完全 主義 に よ 
り , 難 行 苦行 を 若い 諸君 に 強い る こと は 酷 で あり , 実際 的 で は な 


IM 


い . また , 数 学 の 優れ た 資質 を 備え た 生徒 の な か に も , 大 要 を 先 
に 理解 し て 後に 知識 の 掘り 下げ に 務め る の が 大 成 の 道 で ある タイ 
プ が 少な く な い . ニュ ー ア プロ ー チ か ら 入 る こと を すす め た い 場 
合 で ある . 

紙面 づく り に 関し て も , 視覚 的 な 情報 摂取 へ の 傾 斜 が 著しい 今 
日 , 現代 風 な 体裁 に な れ た 読者 が な じみ や すい よう に と の 配慮 か 
ら ,“ ニ ュー アプ ロー チ "” で は , A 篇 の 簡素 化 , 活字 の 改善 、 視 覚 
的 な 印象 の 重視 , 発展 的 材料 の 巻末 章 へ の 分 離 な ど を 行なっ て い 
る . し か し , 最 重 要 部 分 で ある 問題 篇 の B 篇 で は , 従来 の スタ イ 
ル と 性 格 を 維持 し つつ 最近 の 動向 を に らん で の 更新 に 努め た . 


さて , 本 書 は , 学習 指導 要領 の 用 語 を 使え ば , 数 学 抽 と 数 学 C 
の 主要 部 分 を 合併 し て 編 築 され て いる . 本 シリ ー ズ の これ まで の 
本 は , 検定 教科 書 と 同じ 分 冊 構成 を と っ て きた が , 主 に 理系 の 研 
究 者 ・ 技 術 者 を 志望 する 若者 が 選択 する , 高校 数 学 の 最終 目標 と 
も いう べき 数 学 由 と 数 学 C に 関し て は , その 統合 的 取り 扱い が , 
と り わ け 高 ぃ 水準 の 大 学 入試 に お いて 重要 な 位置 占め る で あろ 
うと いう 配慮 に 基づい た も の で ある . 紙 数 の 都合 か ら , 数 学 C の 
単元 の うち , 実践 的 な 重要 性 の 乏しい 単元 は , コン ピュ ー タ の 章 
に まとめ た が , むし ろ , 指導 要領 の 本 来 の 精神 に 合致 し て いる も 
の と 考え る . これ ら の 単元 を 学習 する 意義 と 目標 に つい て は , そ 
れ ぞ れ の 単元 の 導入 文 を 見 て いた だ きた い . 


最後 に , 表 だ っ て は 本 書 の 著者 陣 に 名 を 連ね て は いな い が , 本 
書 の 完成 に 対し て ,。 学識 と セン ス に 基づい て 大 き な 寄 与 を され た 
渡辺 浩 博士 若手 の 才気 と 活力 を 活か し て 貴重 な 寄与 を し て 下さ 
っ た 乙 藤 隆史 さん , 元 木 稔 さん ( 海 城 学園 高校 ), 谷川 雅子 さん 
(西武 学園 文理 高校 ) に 感謝 し し たい. また, この 機会 に , 日 本 の 社 
会 の 命運 に 関わ る 数 学 教育 の 重要 性 を 認識 し , 正統 な 数 学 の 学習 
を 支援 する 参考 書 の 刊行 と いう 難 事 を 遂行 し て いる , 研 文書 院 と 
その 代表 者 飯塚 信之 氏 に 敬意 を 表す も の で ある . 

1997 年 春 
藤田 宏 長岡 亮介 長崎 憲一 長岡 恭 史 


本 書 の 特色 


本 書 は , 極め て 個性 の 強い 参考 書 で ある が , その 個性 を 短く ま 
と め る な ら , 


基礎 理論 の 解説 ・ 基 本 概念 の 説明 に 際 し て は , 大 学 の 立場 
に 立っ て 見 て も お か し く な い , きち ん と し た も の を 与え 
問題 演習 篇 に お いて は , 真 に 取り 組む 価値 の ある 良 問 を 理 
論 的 ・ 教 育 的 配慮 に 基づい て 体系 的 に 精選 ・ 新 作 し , また 〈 な 
ぜ そ の よう に 解く か > が 伝わる よう な 解答 ・ 解 説 を つけ た 


と いう こと で ある . さら に ,。 検定 教科 書 の 平板 な 叙述 に 飽き た ら 
な い 読 者 の た め に , 


上 級 の 理論 を 視野 に 入れ た 発展 的 解説 を も りこ ん だ 
の も ,。 他 書 に な い 特 徴 で あろ う . 


本 書 の 利用 法 


1" A 基 礎 篇 で 知識 を 整理 し た 後に , B 篇 の 演習 問題 を 解く の が 
普通 の 学習 の 順序 で あろ う が , 必ず し も これ に こだわ る 必要 は 
な い 。 現在 の 力 に 応じ て , 解け そう な B 篇 の 問題 か ら 手 を つけ 
る の も 良い 方 法 で ある . 


2? BB 演習 問題 の 学習 の 理想 的 な 形 は , まず 独力 で 問題 に 向かい , 
その 結果 を 本 書 の 解答 と 比較 する こと で ある . し か し , 読者 の 
現在 の 実力 に よっ て は , まず , 本 書 の 解 を 熟読 し , 解法 を 支え 
る 基本 的 な 考え 方 を し っ か り 理 解す る と いう の も , 考え られ る 
使い 方 の 1 つ で あろ う . 実際 , 本 書 で 扱わ れる 問題 と それ に 対 
する アプ ロー チ の 考え 方 が 理解 で きる だ け で 。 大 概 の 大 学 入試 
問題 は , 独力 で 解け る よう に な る は ず で ある . 
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ル 。 ポ 
epos (フラ ンス 語 で 。 ひと や すみ の 意味 ) 


2 は すべ て を 包む 
力 の た し 算 
基礎 は な ぜ 大 切 か 
微分 っ て な に ? 
天国 の 数 学 座談 会 (1) 
天国 の 数 学 座談 会 (2) 
次 元 と は 何 か 

日 常 生 活 に お ける 必要 と 十分 


2 2 の 
索 引 


ぐ ⑯SK2 や 
著者 紹介 
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ロロ キー・ ワ ー ド (4 基礎 理論 篇 ) 


無限 数 列 
| ,| 基本 的 0 本 人 


積 と 商 


連続 関数 に よる 変換 


ーー | 無限 大 


| | 極限 値 の 比較 


ーー | 無限 級数 


ーーー | 洒 化 式 


2 3$1 数 列 の 極限 


2053 


に で 


1 . 一 定 の 規則 に 従っ て , 数 を 限り な く 並 べた も の 
の 15 の 25 の 8 還 還 (4. お KtcooG 


を (無限 ) 数 列 と いい , {2。) と 書く . 
eo、 
1 出 交 放 2 8 


5 1 4 | 65 9。 2。 6, は 月 3。 友 4 ソ 
(円 周 率 の 10 進 小 数 表示 に お ける 各位 の 数 字 ) 


ル . いく つか の 数 列 に つい て , その 一 般 項 を 求め る 方 法 を , 数 
学 A で 学ん だ . さて 上 記 の よう に , 数 が 限り な く 並 ん で いる と 
き に 生じ る 新た な 問題 は , 

2 が きわ め て 大 きい と き に , 項 2, が 
避 の 刻 め IM に ある まう か 
で ある . 
た と えば 数 列 


の 項 の 値 は , 番号 を 大 きく すれ ば いく ら で も 0 に 近 づく . 


| 叶 二 数 列 (2) に お いて , ヶ を 大 きく する に つ 
れ て , 2, の 値 が ある 数 々 に 限り な く 近 づく な 
ら ば , {2J は cg に 収束 する , eg は {2J の 極 
限 値 で も る と いい 極限 値 

lg | で ③④ 

| また は , 

2 つの (=Y69) wo ② 

| 


と 書く . 
数 列 が 収束 し な いと き , すなわち , 極限 値 を 
も た な いと き , その 数 列 は 発散 する と いう . 


1* im テー0 
[ 例 ] 数 列 1。 一 1,。1,。 一 1。…… は 発散 す る . 


$1 A 篇 (基礎 理論 ) ぅ 


中. 例え ば , 数 列 l 隊 の 3 本 "て イル の 項 は , 項 の 番号 を 大 
きく する と 。 い くら で も 大 きく な る 。 こ の よう に , 発散 する 数 
列 {2。) の ふる まい に も 基本 的 な タイ プ が ある . 


[ 


定義 ] 数 列 (2) に 関し 。 ヵ を 大 きく する に つれ 
て gg が 限り な く 大 きく な る な ら ば 
(2。) は oo ( 正 の 無限 大 ) に 発散 する 
と いい , 記号 で は 
lim の z 三 9。 また は gg: つの (zz 一 の) 
と 書く . 
また ,。 {一} が oo に 発散 する と き , 
(2。) は 一 ( 負 の 無限 大 ) に 発散 よる と いい , 
記号 で は 
lim の み ー9o。 また は みつ ーoo (zz つら) 


と 書く . 


1? [ 例 ] lim ソ ーoo 
lim( 王 9 デー 
2 Hm み 三 9o や lm gz デーoo は , 発散 の 特別 な 場合 で ある . 


LT 


まず 基本 的 な 数 列 の 極限 か ら 出 発し よう . 


「 | 天 | < を 定数 と する と き 08 
数 列 {7) が 収束 する で 人 っ < ミ 0 の 極限 値 


詳し く は , | 
Z>0 な ら ば limz“ ニ oo | 


g 三 0 な ら ば lim 22" 王 1 


@ く 0 な ら ば lm 0) 


$1 数 列 の 極限 


[定理 ] > を 定数 と する と き , 


数 列 { ヶ 由 が 収束 する 等 比 数 列 
ぐう 一 1 く ヶ ミ 1 の 極限 値 


ー1 く < くく 1 な ら ば Hmz7 三 0 


| 
詳し く は , | 
| 
み 三 1 MS ら ば 』Uimm 稼 2 三 1 | 


さ 
1 
8 


1 く ヶ な ら ば limz" 三 co | 


A1.S より 補 な 字 の 穫 


基本 的 な 数 列 の 極限 を も と に し て , より 複雑 な 数 列 の 極限 を 
考え る . 
I. 線形 結合 


| [定理 ] 数 列 (]。 (の 】 が 収束 する と き ,。 数 列 | 線形 人 
(ag 99) も 収束 し | の 極限 


| 
| lim (zz 十 6 め 三 glim みみ 填 lim な 
本 た だ し , e。 / は 定数 で ある . | 


im (1 キ ーー) im1 キ lim テー1 


HL. 積 


ーー 
[定理 ] 数 列 {2J, {JJ が 収束 する と き , 数 列 積 の 極限 
{2 の も 収束 | 


Hm (zz) に ニー (im (im み ) 


" 還 ) 還 (る (4)ー 還 (は 還る - 
1 例 im (ュー)(2+ Hm 内 hm 2 2 


2" 特に Im ん gz 一 を lim の 。 が 成立 する 、( た だ し た は 定数 ) 


$1 A 人 篇 (基礎 理論 ) ら 
臣 . 商 


| [定理 ] 数 列 (2), (2) が 収束 し , 商 の 


| jim キ 0 な ら ば 。 数 列 | 党 | も 収束 し 。 に 2 
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IN の 97 受 5 
カーoo / 月 jim / 
カーco 


| Hm 2 
| 


2" =ー0 で ある よう な ヶ ヵ み に 対 し て は 意味 が な いけ れ ど も 。 
lim 6 キ 0 な ら ば , み が 十 分 大 きく な る と は 8 に 近い 値 と 


な る の で , ムキ 0 で ある . 


IV. 連続 関数 に よる 変換 


連続 関数 
と 極限 値 


[定理 ] (zz) (z 三 1。 2。…) が 定義 され , 
(>d が る 2 に 収束 する と き , 

(>) が ァ テ 6 で 連続 

ーー Hm z/ 三 誠 の 


1? 関数 の 連続 性 に つい て は , mo A2.6 
2” [ 例 ] log> は = テ 1 で 連続 だ か ら , 
iimiog( ュ オー)=log1=0 


6 3$1 数 列 の 極限 


A ぬ 1.⑳ 無限 大 の 演算 


極限 値 の 演算 を , 発散 する 場合 に 拡張 し よう . 
lim 2 ヵ 王 9o。 Im 三 oo と する と 
lim (2 の oo (c は 任意 の 定数 ) 


jim (2z 十 みあ,) 三 oo 


jim 42 ヵ 王 oo ( は 正 の 定数 ) 


lim 一 =0 
メーco の 


1” 上 記 の 事実 を 象徴 的 に 。 co 十 c 王 oo。 oo 十 oo 一 oo。 oo 一 Co, 


ニー0 と 表現 する こと も で きる 。 


2* co 一 oo や 一 と いう 形 の 極限 は 注意 を 要する . 


カーoo し 4 


lim2z 王 Hm z 三 oo 
誠 
この 場合 は , いわ ば , 一 oo 三 @o。 
lim ( み 十 1) 王 lim 王 oo 
: 目 議 志 
1 
この 場合 は 。 いわば , oo 一 oo 三 1 
im 一 Him z 王 o 
2 層 
二 証 (2 
im 一 三 o。 imー テ ー0 
Zoo 22 ァ ーeo 272 
全 


すなわち , ーーco と な る こと も 一 ー0 と な る こと も ある 。. 


Co 


3” 上 記 の よう に oo どう し の 演算 は 一 般 的 な 形 で は 正当 化 さ れ な 
い の で , oo を 普通 の 数 の よう に 扱う こと は や は り 無 理 で ある . 


$1 A 篇 (基礎 理論 )  Z 


IL 


I. 2 つの 数 列 の 大 小関 係 は 極限 値 に 遺伝 する . 


[定理 ] zzs2, (z 三 1 2, ) が 成り 立ち , ミ の 保存 
lnm の ぁ hm な の どちら も が 存在 する な ら ば 


jim Zzz 人 ミ Hm の , 
『/ だ たつ ・-】 2・・】 


1*” この 定理 を 視覚 に うっ た える 形 に 書く と, 
の z ミ の 一 Imm の み 誤 lm 
2 の 2 くの一 zz ミ きみ” で ある か ら , 上 の 定理 に し た が っ て 
レノ ーーー) lm =Hhm な 
は 保証 され る . だ が , 
の くら の 。 一 飼 lm みく Him の , 
が 成立 する と は 限ら な い . 
ーー。 一 と すれ ば , の く の 。 で ある が 


jm 2 ヵ 三 hm み 三 0 
7 な ーー の れ な ーー 


IT. 数 列 の 大 小関 係 を 利用 し て , 極限 値 を 求め うる 場合 が ある . 


[定理 ] 数 列 {2』J。【2』J。【cz) に お いて 
の ミミ 6z は さ み 打 ち 
が 成り 立ち , 
lm / Im Cz 三 @ 


な ら ぼ ば , {2 も 収束 し , 


で ある . 


9  $1 数 列 の 極限 
2* 定理 の 特別 の 場合 と し て , “定数 へ の 押し つけ "が 成立 する . た 
め (8 
0 の の 228 や jm が 三 0 ーー lim gz 三 0 


皿 . 無限 大 へ 向かっ て “押し上げ る " こと も で きる 。. 


[定理 ] 2z ミ が (% 三 1。 2。…… ) が 成立 する と き , 


moz 三 oo 一 Him み テ oo 

7 一 oo 7 一 oo 

jim デーeoo 一 lim 2 テーeo 
/ だ 2 / だ 


0 


I. 無限 個 の 数 ヵ , 22。 23。 …… の 加え 合わ せ を , 次 の よう に 
定式 化す る . 


[定義 ] 数 列 (2』J か ら つ くら れ た 級数 級数 の 和 
み 十 2 十 孤 eiuiSs 二 2 キ ーー ツー ーー "ーー ① 
に 関し て , 次 の 数 列 {S。) を 考え る . 


7 
5,ー 十 2 十 DCCCCO + み 三 2 の 


(z 三 1, 2。…… ) 
S, を 級数 ① 〇 の z 項 ま で の 部 分 和 と いう . 
{S 誠 が 収束 し , その 極限 値 が % で ある と き , す 
な わ ち 
lm 5 ヵ 三 ざ 
で ある と き , 級数 ① は S に 収束 する , ある い は , 
級数 や の 和 は ぐ S で ある と いう . 記号 で は 


な ど で 表 す . 
{S』J が 発散 よる と き , 級数 ① は 発散 する , 和 
を も た な い と いう . 


$1 A 篇 (基礎 理論 ) 9 


届 2 十 1 十 0 十 0 二 …… 土 0 二 …… (第 3 項 以 後 は すべ て 0) 
の 場合 
S ュ 2。 Ss 三 3。 Ss 三 3。 S4 三 3。 S5 三 3。 …… 
g 且 2 の と き 5 ヵ 王 3 で ある か ら , HimSz 三 3 で ある . よっ て , 


2 二 1 十 0 十 0 十 …… 十 0 十 …… 三 3 
1 十 2 十 8 上 …… 十 十 …… の 場合 , 
Na 
し /2 2 as 2 


2* jim S。 王 co の と き , 当 ex 王 oo と 書く こと が ある が 発散 する 
級数 は , 数 と し て の 意味 を も た な い 。 例え ば 。 形式 的 に 
S=1 二 1+1 す …… 


な ど と 書い て も , た ち ま ち 
S 三 1 寺 ①⑬ 二 1 二 1 二 ……) 三 1$ 


0=1 
の よう に 矛盾 に 人 逢 着 する . 


II. 等 比 数 列 の 和 の 公式 
1 キア 十 7 ア 十 …… 2 トー ( ヶ キ 1) 


を 用 いる と , 次 の 定理 が 得 ら れる . 
無限 等 比 級数 


[定理 ] 初 頂 が 0 で な いと き , 


限 等 比 級数 
2 の メー ビ wwo 二 の 27 に で 


は ,。 一 1 く < ヶ く 1 の と き に 限り 和 を も ち , 


2 2 コー 
7ー1 


の 
1 一 


7 の 3$1 数 列 の 極限 


皿 . 数 列 の 極限 に 関す る 定理 か ら , 無限 級数 に 関す る 定理 を 導 
く こ と こと が で きる 。. 


[定理 ] 無限 級数 2 。 が 収束 する と き , 
() 無限 級数 光 (zg 二 86) も 収束 し て 


1677 填 。 モ e% gz 十 8 名 が 
(i) 語 2S の pe 主語 2 ) な ら ば 


1” 上 記 の (1) を 用 いて , 複雑 な 級数 を 基本 的 な 級数 の 和 に 分 解 し て 
計算 する こと が で きる こと が ある 。. 
22 の 待 の 。 (1, 8 CDE の ) の と き は , 


IV. 無限 級数 が 収束 する か 発散 する か を 判定 する こと は , 応用 
上 極め て 重要 で ある が , 多く の 場合 大 変 難し い . し か し , 次 の 
こと は 簡単 に 分 か る . 


[定理 ] が 収束 する 一 him 0 


1" 証明 : 5 一 2%g。 と お く と , 
lm oz 王 Imm Oz 
lim み 三 Hm (5 一 5 リーHm 5 一 Him 5 ュー0 
2* この 定理 の 対 偶 を と る と 
lm み 三 0 を 満た さ な い 数 列 の 和 は 収束 し な い 


と な り , 無限 級数 が 発散 よる た め の 1 つの 十分 条件 を 与え る . 
5" B.119 (2) 
3?” この 定理 の 逆 は 成立 し な い . 数 列 や 無限 級数 が 収束 する こと を 
保証 する 強力 な 定理 に つい て は ,。 A 6.4 で 説明 する こと に し よう . 
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A1. 活化 式 の 解 と 極限 値 


NN NO SN 大 抽 半 
IT. 滞 化 式 
0 (z 三 1 の 5 5 ー… り ) ei5'eietsialei ① 
の ーー の | 。。 | BS ② 


を 満た す 数 列 {2。) の 一 般 項 を z の 式 と し て 表し て お け ば , そ 
の 極限 im Z。 を 調べ る こと が で きる . し か し , g, を の 式 で 


表す の が 困難 な 場合 で も 極限 lim gz に つ いて 論ずる 方 法 が あ 


る 。 
も し も 極限 

@ 王 Hm 2z 
が 存在 し , 関数 / が = で 連続 で ある と する . 
と の と き ① の 両辺 で z つ co の 極限 を と る と , 

の が 0 。 。、。 ここ 。 。、 02 ⑨③ 
と な る . すなわち ,①, ② を 満た す 数 列 {2。) の 極限 値 は 方 
程 式 

の 7(( の の) 症 記 珠 示 see ④ 
の (ひと つの ) 解 で ある . 


1? 連続 関数 に つい て は ee A2.6,A1.3IV 

2* 方 程 式 の を 満た す 々 が 存在 する か ら と 言っ て , {2』) が その eg 
に 収束 する と は 限ら ちら ない. また ④ の 解 々 が 2 つ 以 上 ある と き , そ 
の うち の どれ に 収束 する か を 決め る に は , 別 の 考察 が 必要 で ある . 
gg B.117。 B.118 

1 の 1。 の 2。 の 3。 "や を ①), ⑨② か ら 直 接 計算 する こと に よ り 肝 ④ の 
解 の 近似 値 を 得る と いう 逆 の 発想 も ある . mg A3.5 II 
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II . 


ニア (*) の グラ フ と 洛 化 式 の 解 
xy 平面 上 に 

曲線 C : ?ー パ ァ ), 

直線 9: ニー ァ 
を 描く 。 つい で, 

直線 っ 上 に 点 列 

3 計 2 に CCO 9 

曲線 C 上 に 点 列 

0O2 05 こ で 
を , 9 Pi(, の ) らら e: 

PiQi/ ヶ 軸 。 QiPs/ ァ 軸 , 
PzQs/ ヵ 軸 , QzPa/ ァ 軸 , 

(の に 2M0 あ 5 計上 25 思 555:coco の 順に つぎ つぎ と 作図 し 
て ゆく. 

その 作り 方 に より , Q, の 座標 は (, の )) ニ (の の ) で あ 
大 | ラ 2EK つ DK P ゥ の 座標 は Pz(2。, の >) で ある 。. CR Q> 
の 座標 は (2 7(2)) テ (6。, の 3)。 し た が っ で 。 P。( 2。, の 3) 2 
る . 以下 , 同様 の 論法 に より , 一 般 に 

B 応 三 ( の 語 の り 5(2 三 11 証 23i 瑞 oo ) 

で ある こと が わか る . し た が っ て , 点 P。 が z の 値 に よっ て ど 
う 変 わる か を みる と , 数 列 2, の お よそ の 様子 が わか る . 


1? [ 例 ] 2 ュー の 十 1。 gー1 : 
ヶ 2Z 十 1 は 傾き の 直線 で 
ある . 
72) と は 


ニー テ な ら ば 収束 , 


人 な ら ば 発散 


と な る こと が 図 か ら わ か る . 


AU 二 お 7 の りー ニ 
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epOS [ 
7 は すべ て を 包む 


ニー1 を 7 と 表す の は , 実数 で な い 数 を デカ ルト (R. 
Descartes 1596--1650) が 「 想 像 上 の 数 (英語 に する と 
jmaginary number)」 と 呼ん だ こと に 由来 する の で す が , 数 学 
史 の 展開 は や が て , この 想像 上 の 数 王 虚 数 が 実在 の 数 の 世 
界 を 支え を て いる こと , 虚数 を 通し て 初め て 実在 の 数 の 世界 の 
美しい 秩序 が 見 えて くる こと を 明らか に し まし た 。 

現在 , 高等 数 学 は 慮 数 な し に は , まっ た く 成 立 し ませ ん 。 

と ころ で 我国 で は , 昔 , 自分 の 名 前 や 家 絞 を 染め た 風呂 敷 
を 配る 習慣 が あり まし た 。 あ る 数 学者 が 知人 に 配っ た 風呂 敷 
の 中 央 に は , “2?” と いう 文字 が 1 つ だ け 染 め ぬ か れ て いた と 
いう こと で す 。 不可 解 に 思っ た 人 が 尋 る と , その 数 学者 は , 

7 は すべ て を 包む 
と 答え た と いい ます 。 虚 数 7 の も つ 数 学 的 意味 と , 英語 の ア 
ルフ ァ ベ ッ ト と し て の 7 の 呼び 名 と を 酒 落 た , いか に も 数 学 
者 らし い ぃ ユー モア だ と 思い ませ ん か 。 


ル ポ 
ーー Repos (フラ ンス 語 で , ひと や すみ の 意味 ) 一 


7 ダ 2 3$1 数 列 の 極限 


BB.101 
次 の 数 列 の 極限 値 を 求め よ . 
_ 2z 十 1 _ (z 一 1)(3z 十 1) 
Q①) の 8 ② の = 2 十 2Z 十 3 
_ 32 _ の 十 272ー5z 
(3) の ヵ ー 22 十 1 (4) の ヵ 一 2 二 27 


[アプ ロー チ つ いずれ も , いわ ゆる 一 と いう タイ プ の 不定 形 の 極限 値 で す . 本 問 の よう な 


名 の 形 の 数 列 の 極限 を 求め る に は 。 分 母 の 最高 次 の 項 で 分 母 ・ 分 子 を 割り , 定数 @ に 


co (g>0 
対し , my (の 0 条 用 で きる 形 に 変形 し ます . 
カー 0 (2<0) 
27z 十 1 2 
分 母 ・ 分 子 を 2 で 夢 (亀島 の ーッ 21 1 5 (zoo) 
割っ た . Os 
1 1 
1ー 二 8 キー 
分 母 ・ 分 子 を め (2) 。- se ( 9 加 cc gs 
で 割っ た . 人 記 
3 
分 母 ・ 分 子 を が (3) ーー 計 ユ ーー ターー… エニ 0. ( ヵ つ o) 
で 割っ た . 09 
ト 5 22= に 2 ニニ ニ 
の ARC を 7 あ 』 (45) ーー デー 2 ギー 
で 割っ た . が 2 


NG で 5 522 こ CO) の の: と どき 記 
の 中 ニ き eo 1 生 で ある の で , 
2 2 
lim 2 ヵ 王 GO 
EE 


つま り , {g』) は oo に 発散 する . 


$1 B 篇 (演習 問題 ) 7$ 
B. 10 
次 の 数 列 の 極限 値 を 求め よ . 
(1) 2。= ニ yz キ 1ー ア 1 (2) みみ =Y 十 52 ヶ 一 83ーY 刀 十 1 
(3) 且 0 ソ の 
yz 十 2 一 7 


[アプ ロー チ > (1), (2) は と も に co 一 oo の タイ プ の 不定 形 , (3) は その よう な 不定 形 を 分 母 ・ 
分 子 に も つ タ イプ の 不定 形 の 極限 で す . 一 般 に , y 一 y と いう 形 の 式 の 極限 の 計算 で 


は , 有理 化 が し ば し ば 有効 で す . 


( 1 ) yz 二 1ー ア ygー1 
ー (1 ygー1 )(/% 二 1 キア 一 1 ) 


y2 十 1 十 7z 一 1 
あゆ 1ー( の 1) 
Y7 十 1 十 /2 一 1 


な ーーー み > ー* 
TTP 半 


( 2 ) 2』= テ Y7Z 十 52 一 877?/ 十 1 
= ゲ 十 5 一 3ー(Z 土 1) 
Y* 十 5z ヶ 一 3 十 YZ* 十 1 

記 5 一 4 
2 十 52 ヶ 一 3 填 77 十 1 


4 こま 
1 人 
22 /4 
2 十 8 一 7 


2:E9 ニ の < の 2 
2 十 8 十 Y 。 7 十 2 一 7 


_ 3 y 二 2 二 7 み 
2 7% 十 38 十 Yz 
2 
99 電 は 1 
0 2 


分 子 の 有理 化 


(z 一 の (2 填 め ) 


ーー 


分 子 の 有理 化 

の ン ) テ 
oo の 不定 形 人 な 
つつ 7 


分 母 ・ 分 子 を z で 
割っ た . 


CO ウー 


つり 8 


分 母 ・ 分 子 を Y 
で 割っ た . 
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B. 103 
次 の 数 列 の 極限 値 を 求め よ . 
きっ (9 (MS 
(1) の 2 二 zF1 (2) (247 (一 9)? キ 2? 
PA 人 証 ( 全 の 活 計 
3) g, 王 3z 2 か (4 の ーー エー 


[| ア プロー チア 1< ァ <1 Im 0 が 使え る 形 に 変形 し ます . 


2 3? で ァ (D の ーー 
みつ oo の と き 。 匠 _-⑳ 3) 0 も 二 ey) 
(3, ⑳ー +(3) 
2 一 oo の と き , 三 96 R ャ ー ト (一 oo) 
(- 如 Ua 
- Pe ( 肉 串 
0 Gy コ (03 ー 時 - 


こと で , ヵ つ Go の と き 。 (3 りー で ある の で , この 分 母 は 


極限 値 は 存在 し な 匠 1 に 収束 する が , (人 ー で ある の で , lim の z 三 o。 
SE 


よっ て , 数 列 tc) は 発散 する . 


みつ oo の と き 。, ( ぅ りー0 と な る が (2)* は 振動 し 収束 し な い . 


極限 値 は 存在 し な 参 よっ て , 数 列 {g) は 発散 する . 
い 。 


$1 B 篇 (演習 問題 ) 7Z 


B.104 
2 らち を に 依ら な い 正 の 定数 と する と き , 
ーー で 2 に 記 が 2 


[| ア プロー チラ た と えば , g 三 2, 2 王 1 の と き は , 


2 
本 こ ms 
1+(3 
2 二 2, 5 一 3 の と き は , 
2 信 ) +3 
7 十 1 」 の 7 寺 1 記 の 肖 
ーーー 


三 lim 
7 一 oo の 間 拓 人 7ーoo (3) 
3 gell 


解答 
三 


5 前 陸 
() g> ち の と き 。0< つ <1 より ウ ) 0 (% つ co) 
お 32D6(8 


⑪) Z< く 2 の と き , 与え られ た 式 が , 2, の 対称 式 で ある こと を 考 
えれ ば , 

G⑪) の 結論 「z> ム 一 邦 アテ Z」 
に お いて 。 2 と の と を 入れ 換え る こと に より , ルー65 で ある 。. 


缶 2 の の と き , 


ei の 1 上 7 け 1 0 の の の 呈 * 
が 2 ーーe 
履 旧 悦 まめ 5 の 
og (g 生 の 
三 702 の 
p (g ミ の) 


と な る の で , どう や ら 6, 5 の 大 小 に よっ て 場合 分 けが 必要 で す . 
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に 105 
2 一 1 2 
ッ ー プ (<)=lm そ ー 計 そ 二子 の グラ フ を え が け . 


[アラ ローチ |z| と 1 の 大 小 で 分 類 し ます . 


⑱⑳) 財 | 恨 に の !e き 8 
limy"ー0, lim ァ "ーー0 で ある の で , 


ァ ダ コー アァ " 十 ア 


ーー? 1 ーーーーー ァ ーーーーーーー ニ = ニー 2 
パ ァ )=Hm っ 1 sl 


⑱⑪ |zl>1 の と き 。 >1 より , 0< 壇 <1 で ある の で 。 


2 の <2 分 チ の 0 で 9 
NN NII mi 
ME 


仙 1 の と き , 
アー ュー 2 一 ] で ある の で , 


1 思 隊 議 り 


7 の =70ーlm 二村 か 


9 ル テー1 の と き 。 

アユ ーー 1 アー] 

で ある の で , 

アプ ( 々 ) テ パー1) 
RE 

23o エ ドリ の 
以上 より , 2 テア (>) の グラ フ 
は 右 図 の よう に な る . 


[ 注 ] 一 般 に , limz" は ァ >1, ァ く 一 1 の 場合 で それ ぞ れ 「oo に 発散 」, 


異な る が lim は と も に 「0 に 収束 」 す る . 
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BB.10B 
無限 数 列 に つい て の 次 の 各々 に つい て ,。 正しい か , 誤っ て いる か を 判定 し , 
誤っ て いる も の に は 反 例 を あげ よ . 


() lim 0 な ら ば , つね に | - 当 | は 発散 する . 


(2) {2。) が 収束 し , {2。) が 発散 すれ ば {2z2) は つね に 発散 する . 
(3) {2』J。 {4) が と も に 収束 し ,。 すべ て の に つい て gg キ 0 で あれ ば 


つね に 学 も 収束 する . 
(4 im( み 一 )0 な ら ば , つね に lim の 。 lim が 存在 し て 等 し い . 
(5) lim (ュー の 0 で ある な ら ば , つね に {2。) は 収束 する . 


[アプ ロー ニチ “の な ら ば つね に 7 で ある "と いう 主張 に 対し , の で ある の に で な いと いう 
例 を 反 例 (counterexample) と いい ます . 


すべ て 誤っ て いる . 
ck ke 3 
( 1 ) の ヵ ー 明 2 の , 三 (Z 層 2 93 ) と お く 5) 


pe0 で ある が を ーー、 だ か SU 
カーco / 月 72 ーーGo / 月 


( 2 ) の ヵ 一 ー あ 太 三 2 (z 三 1, の 5 全う ) お RS と 


の み ー0。 なつ oo で ある が , jim g0。 王 him 0. 


(3) の ー あ ーー ( み ー1 2 3 ……) と お く と 。 
gz 20。 ちなつ 0 で あっ て 。 し か も gz キ 0 で ある が , 
oo 
77 


CD 2 生 上: 60 の が や OMSK し 。 


ー= テ ー0 で ある が , Hm 2 lnm が は 存在 し な い . 
(5) み テ logz (z 三 1。 2。 3。 …… ) 8 
ューーlog [1 テ ) 


と な る か ら 。 lim (2 ューg/ 三 0 が lim の は 存在 し な い . 


ローg 三 log(z 二 1 一 1og ヵ 王 log 一 


2 の 3$1 数 列 の 極限 


か の は 与え られ だ 定数 で の ヵ キ 1 と する . 潤 化 式 
の gー の 。 の ヵ ー カ 2 十 の (z 三 1, 2 SoC ) 
で 定め られ る 数 列 {2。} の 極限 値 を 求め よ . 


[アプ ロー チラ この タイ プ の 定数 係数 の 2 項 間 洒 化 式 で 定め られ る 数 列 の 一 般 項 の 求め 方 は , 
数 学 A で 学ん で いる の で , 一 般 項 を 求め て か ら , その 極限 を 考察 すれ ば よい で し ょ う . 


の 1 一 の 2 ヵ 十 の の OO フ IO コロ ① 
① に お いて ,。 :。 mi を 形式 的 に 々 と お く と , 
@ 三 のみ 十 の OOOODLO ⑨② 
と な り , ヵ キ 1 より ② を 満た す の は 6 で ある . 
①ー② を 作る と , 定数 項 7 が 消 到 で き て , 
の ューg 三 が 2 メー の ) (2 三 1。 2。 3。 …… ) 
これ より 数 列 {2。ー) は 公 比 ヵ の 等 比 数 列 と な り , 
等 比 数 列 の 一 般 項 夢 gzー@ー が (る スー の ) 
の 公式 を 用 いた . 
人 用 = ニ ィ ーー 6 で ある か ら 
の 
一 9 7ー1 9 
の の Tr 十 ーー あ 
ここ で , z 一 oo と し た と き の 極 限 を 考え る と , 収束 する の は 
(人 きい / 0 語 | に に 1 
2 ニー イー ッッ す な わ 々 ニー イー。 また は | ヵ |<1 @) 
ち ヵ 2 十 g 三 6 の の と き で あっ て , この と き 
合 。 ヵ に よら ず 8 
@ 三 6 で ある . Hm の 王 1 一 ヵ 
③ 以 外 の 場合 に は {2J) は 収束 し な い . 
以 選 大 ま と ため 2 
4 
由 志 め 


1 また は | ヵ |<1 の 場合 Inm g。 ニ ィ ーー 


その 他 の 場合 は , 発散 する . 
注意 Imm 2z が 存在 する と 仮定 し て 。 それ を eo と お く と , 与え られ た 漂 化 式 に お いて 
27 つ oo と すれ ば , 
lim の nーHm (が gz 十 の …  g@ 三 が Z 十 の 
と な る . つま り , ② で 定まる e は , 数 列 {2』 の 極限 値 に ほか な ら な い . し か し , 上 の 解答 
で 示し た よう に , 極限 値 が 存在 する の は , 一 1 く ヵ く 1 また は 7g 十 2 三 6 の 場合 だ け で あ 
る . 
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3 っ の 数 列 (ed) (24), Ab その 各 項 の 間 に 
の ーー の ュー 2. C ヵ +1 一 “ー。 (1 2 細 GOODoc ) 


な る 関係 が ある と する . 各 数 列 の 極限 値 を , か , ci で 表せ . 


[アプ ロー チ > [2。) の み の 漂 化 式 を 作ろ うと する の が 1 つの 着眼 点 で す . 
2 生 2 の と き , 


= 1 on2 2 の 
の mー ラ (な 填 e) の 2 ) 
記 5 (e+ ター(g コ の ) 
まう の ヵ 十 の ー ュ 
すなわち , 2 (z 三 2。 3。 4。…… ) る 3 項 間 潤 化 式 
1 方 ” 『 大 学 へ の 
これ は , の mnー の ニ ( テー 数 学 A ニ ュー アプ 
1 2 
と 変形 で きる の で , {4 の 階 差 数 列 は , 初 項 2 一, 公 比 張 め 
等 比 数 列 を な し て いる . 
- eo 1 \ コ 2 
lim 三 の の 十 (2 一 の ) る (- る ) ーー 二 そ ( の 一 の ) 


の 王 af を 代入 し て , Him (me) を 得る . 


ME り {2 tc) も 上 と 同一 の 極限 値 に 収束 する . 


[ 注 ] 本 間 の 場合 , 極め て 良い 関係 式 


の znmn 十 の mm 十 Cjm ュ デ の 十 十 cz (z 三 1。 2, 3。……… ) 
が 成立 する こと か ら , これ を 利用 し て 
g 填 寺 避 三 本 十 十 (z 三 1 2 3。…… ) 


が 得 ら れる . この 関係 を 用 いる {2 {2 {c) の それ ぞ れ に つい て の 手 化 式 


の z+ ュ ー ー テ gs + テ (の 十 ) 
結 瞳 秋 ! 1 
の ュー ー ヶ の + テ ( み g 十 ム 十 ) 


gn ニー テテ (めす の ) 
が 導 か れ , これ ら か ら た や すく ,。 g。 が,。 o, を 求め る こと が で きる . 
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ァ の 関数 ん (z) (z 三 0, 1 2, 
(*) 2 刻 (z) テ (3z 土 1) 刻 (z) 一 (3z ァ 一 1) 太 1(Z) 


に よっ て 定め られ て いる 。 
(1) 自然 数 に 対し て , 方 (>) 一 太 (z) を ヵ と の 式 で 表せ . 


自然 数 ヵ に 対し て , (>) を z と ヶ の 式 で 表せ . 


2 ) が 。 6@) 三 1 ん (②) 三 お が 
(=1) 


(2) 自然 
(3) Him ん (z) が 存在 する よう な ヶ の 値 の 範囲 お よび im な ( 々 ) を 求め よ 


(1 ) (*) より , 任意 の ヵ =1 に 対し , 
2 ん (z) 一 方 ()) 三 (3z 一 (ん (z) 一 っ ュ ( 々 )) 
ーー (な ⑦ー ん 4⑦) 


解答 
人 


・ 方 nz) 一 ん (Z) ニ 
ァ を 定数 と 見 な す と , 時 ( 訪 m(z) 一刻 (z)) は , 公 比 (3z 一 1)/2 


の 等 比 数 列 を な し て いる . 
な ⑦ー な (の =() の -Az) 


ヵ (Z)= ニ ァ 。 (2) 三 1 より 
no)-(⑦=(-1( デ ) 

( 2 ) ①) で 得 た 結果 を 用 いて 
口 kd の )-xG)=Sc-D( 
で 


1i ) z キ 1 の と き 記 ( ヶ ) 一 放 (Z) ニ 9 
1] 一 ーーーー 


z 王 0 で も OK. 夢 
に 
ん の = さす (に テー ) 


な ①ー7 が 1)=0 … な ①)=1. 


110 呈 2 山上 の eg き 

( 3 ) > キ 1 の と き , 極限 が 存在 する の は 
Oi 二 鹿 L 上 W 
Ge 〇 5 テト 


の と きぐ ③⑬ と の と どき 


ァ ー1 の と き は , 記 (1)1 (z 三 1, 
lim な 1) 1. 


lim な (>) ー す 
の 3。 Jo ) だ か ら 
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BB.110 
アル キメ デス の 公理 :“ ヵ >0 な ら ば lim ん 王 oo お よび ベル ヌイ の 不 等 
式 :“ ヵ >0 の と き 1] 二 め ">1 二 2 (z 三 2。3。 …… 2 用 員 計 つき の 店 用 
が ら を 証明 せよ . た だ し , 2 は 定数 で ある . 
(1) 2>1 な ら ば Im" 王 二 9 


(2) 1 く <2 く 1 な ら ば lim の ゲー 


[アプ ロー チ > 指数 関数 の 定義 や グラ フ を 考え れ ば , アタ リマ エ と 感じ られ る 事実 を , より 
根本 的 な 事実 (アル キメ デス の 公理 ) を 基 に 証明 し よう と いう 問題 で す . な お , ベル ヌイ の 
不等式 は , 二 項 定理 を 用 いて 左辺 を 展開 する ほか , 数 学 的 帰納 法 に よっ て も 証明 する こと 
も で きま す . 


(1 ) 21 二 ヵ 7 と お く と , Z が 1 より 大 きい 定数 だ か ら ,。 ん 
は 正 の 定数 で ある . よっ て , 


g の ー(1 二 の 7>1 寺 (2 生 20 0 it ③ 
limQ 二 oo CC と ⑨ 
①, ② よ ょ り lim の ー 十 oo で ある . 目 
( 2 ) 2 三 0 の と き は , の "ー0 で ある か ら る 2 一 0 の と きだ け 
jim 2” 三 例外 扱い が 必要 . 


と な る の で , 一 1<Z<1, Z キ 0 の 場合 を 考え る . この と き 。, 
問 共 で ある か ら , (1) の 結果 より 


hm 三 十 oo 
im イー 
imlgP=0 ー ame ー0 で ある 。 自 


[ 注 ] ベル ヌイ の 不等式 と 同様 に し て 証明 で きる 不等式 
ヵ >0 な ら ば 1+ が "> テ (ー1) だ (2 衣 :: ) 


を 利用 する と , 本 問 と 同様 に し て , 
?|Zl く 1 の と き lim の" 三 


を 導く こと が で きる . 
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日 . 111 
ベル ヌイ の 不等式 
ヵ >0 な ら ば ] 二 め ">1 十 Z (% 王 2。 3。 ……… ) 
を 利用 し て , 
2 が 1 より 大 の 定数 の と き lim サ g ニ 1 


で ある こと を 証明 せよ . 


[アプ ロー チ > 指数 関数 の 連続 性 を 仮定 すれ ば , 
ei 
hm ツーHm ge*ー の ニコ 
と 「 証 明 」 で きま す が , これ で は 少し 不都合 で す . な ぜ な ら 指 数 関数 の 連続 性 を 証明 する た 
め に , 通常 。 この 極限 値 が 利用 され る の で , 論理 の 循環 に な っ て し まう か ら な の で す . 
任意 の >0 に 対し て ベル ヌイ の 不等式 より 
1<1 十 7 く (1 十 の 7. 
各 辺 の ヵ 乗 根 を と る と 
ESSHE7 証 議 に に ① 
が 得 ら れる . いま , 
1 一 。 と お く と ヵ =ーー>0 
ベル ヌイ の 不等式 少 で ある か ら , ① が 使え て 


は 7 の = 直 PE まま 】 
ヵ >0 1< ダ 2 く 1 十 ② 
で あれ ば ん が ヶ z に 。 g 一 1 3 
^ ゝ ーー ゃ 刀 
よる 場合 で も 正 し 2 は 定数 で ある か ら limーー 0 で あっ て , ⑨② の 最 右 辺 は 最 左 
W。 辺 の 定数 1 に 収束 する . よっ て ,。 は さ み 打 ちの 原理 に より 


lim ダ 々 ニ 1 で ある . 自 


[ 注 ] 0<Z<1 の 場合 は , 二 ー5 と お く と , 5>1 で ある か ら 上 で 示し た 結論 より 
5 の 


lim ダ ヵ ニ 1 で ある .。 し た が っ て 。, 


5 le 。 
imWz lm mp ュー 
と な り , や は り lim ザ Z ニ 1 と な る . 
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mm 


次 の 各 和 極限 値 を 求め よ . 
1) im() Sin 7 (2) jim(z 十 sinYz ) 


/ に ・・】 
ターsin ツ z 
ヵ -e 7 十 SinY77 


“は さ み 打 ちの 原理 " を 用 いる 基本 問題 で す . 


(1) 1ssin ヵ ミ 1 より 4 品 ( 計 samz 
-G) = smzs(3) (8Y 
8 =-im(3) 
で あり , iim( エ | =0 Xlimsin 
よっ て , は さ み 打 ちの 原理 に より , =0XHmsmz 三 0 
UIGS。 と する わけ に は い 
jm 一 sin 7z 三 0. 
ヵ -e \ 4 か な い / 
( 2 ) sin ソ yz ミー1 より 
2 十 sin y 2 一 1 る これ も (1) と 同様 に 
で あり , し か も lim(z 一 1) 三 oo で ある か ら Hm を 分 配 す る こ 
人 と は で き な い . 
lim( ヵ 十 siny ) 三 oo 
ik 1 
(3 ) 一 1ssin/zZ ミ 1 より 一 一 ミミ 一 sin/z ミー 
22 22 72 
テー0 ( ヵ oo) ゆえ , は さ み 打ち の 原理 に より jim 一 sin カニ 0 
の 7 つう 1G5 
1 
1 一 sin7 
ーー 1 二 3 分 母 ・ 分 子 を で 
<e 72 十 SImY72 ァ ヵ ー "ューsin 7 か 割っ た . 


[ 注 ] (3) で は , 一 1 ミ ssin ヵ 人 ミ 1 か ら 得 られ る 2 つの 不等式 
2 一 1 ミーsin 7 ミ z 十 1 
2 一 1 ミ 十 sin 7 ミ 十 1 
を 組ん で 得 ら れる 不等式 
2 クーS40 が 上 1 
十 1 ” 十 sim7 一 1 
に お いて は さ み 打 ちの 原理 を 用 いて も よい . 


(用 2) 


26 3$1 数 列 の 極限 


B. 113 


Z が 正 の 定数 の と き lim ダ 4 ー1 で ある こと を 利用 し て 


() 0<zS1 の と き lim ダ 1 二 z" を 求め よ . 
(2) 語 2 0 二 の 逐 0 中 の 記 4 き 6 lim サ の 十 が " 王 maxt の の ) を 示せ . 
た だ し ,。maxt2, の と は 2。 の の うち 小さ きく な い 方 を 表す も の と する 。. 


[アプ ロー チア (1) に お いて ,。 0 くく 1 な ら x” つ 0 だ か ら lim ダ 1+ ァ "jim ダ 1 ニ 1 と する 


の は , 論理 的 に 誤り で す ( 予 想 と し て は 正しい )。 1+z” に 含ま れる 2 つ あ る の うち , 
ァ >” の だけ 先 に oo と する わけ に は ゆか な いか ら で す . そこ で , 91 十 z" を 1 に 収束 する 
2 つの 数 列 で は さむ (評価 する ) こと を 考え ます . 
(⑩) 証 0 の 5 呈 おり 1 に IEE2 の 4S2 
1< く ダ 1 二 7 ミダ 2 
KTG: lim ダ 2 1 で ある か ら , 上 式 の 最 右辺 は 最 左 辺 の 定 
は さ み 打 ちの 原理 多 数 1 に 収束 する . よっ て , 
lm ツ 1 二 "1. 
(2) 対称 性 に より , 
“Z 生 の の と き lim ダ の 十 が ゲー の" 
の 成立 を 示せ ば 十分 で ある . 
6 生 2>0 の と き ィーノ と お け ば 0< ヶ ミ 1 で あり , 


ダ Z7 十 の "ニダ 1 十 7 
し た が っ て , (1) の 結果 より 
jim の 二 の 王 glim91 二 z"ー の 1ー2。 和男 
[ 注 ] (2) で は , 後に 学ぶ 対数 (自然 対数 ) を 利用 する こと も 考え られ る . 
アー ダ 27 十 の "(2Z 用 の) と お く と , 
log ア ニテ jog( の の) 

旨 二 ! 2 の Ag 1 ら \”? 6 
ー テ log] (1(②) )-legz+ log]1+( う ) | ]og 2 


ンー 
ヶ 三 log が 単調 な 連続 関数 で ある こと か ら lim(1og ア )=logg より 
log (im の ) 三 log 93 lim アー ゥ を 得る . 
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B.114 
次 を 証明 せよ . 
G) im 支 =0 ② iim ーー0 


| アプ ロー チ フ > zz 一 coo の と き , 27 も も oo に 発散 し ます が , (1) の 結論 は , 27 の 発散 速度 が 
2 の それ に 比べ て 極め て 大 きい こと を 意味 し ます . 後に , 関数 の 極限 で も この 手 の 話 を 学 
び ま す が , 証明 は それ 程 楽 で は な く “はさみ 打ち の 原理 "に より ます . 


(1) 2 項 定理 に より , ヵ =2 で は , 
27 三 (1 十 1)7 王 。Co 二 CO 十 。C> 十 ワー て 十 。C。 
全 xCo 十 CO 十 。C> 
ニー ュ + ョ トラッ ー リ > 2 


が 成り 立つ . これ より gZ> の >0 の と き 
1 の | 
es ーー ーママ ーー 
0 2 7 の み ニ D 0 の 5 
0< 考 < >0 (z つ oo) 3 は さ み 打 ちの 原理 
nn 一 0. 邊 
(20 りー 3 くだ 、 下 の ーー 生 )e で ある 3 尊 化 式 を 作っ た 
7 1 41 い z 寺 1 パ の? : 2 
と | re 
の 9 なら" 0 マービー 4 すそ が 1 ょ より 小さ 
コ z 二 1 4 4 
で あり , >0 で も ある か ら いこ と が 後 で 効く . 


ーー (= テ 3) 


- 4 
が 成立 する . 
し た が っ て , z 全 3 の と き 


1 7ー3 思 96 OGs 
0cos) の 4) 


im( さ ) =0 で ある か ら , は さ み 打 ちの 原理 に より 


R 
jm 2z 王 hm ニーー0、 自 
カーco zーco 72! 
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に 対し , hm gz 王 0 を 示せ . 


に 対し 。 Him 三 0 を 示せ . 


est 1 1 の る ear 本 ie 
依ら な い 有 限 個 ) が 0 に 収束 する の で lim 0 は 自明 で す . し か し , (2) で は 


ー 1 どき 0 さ 8 さ を ゝ 
の (ZDP「 (2T27「 MC と 項 数 が z 個 な の で 各 項 が 0 に 収束 する カ 


22MOSDNGS hm な 三 0 と する わけ に は いき ませ ん . たとえば, テー0 (z つ eo) で す が , そ 


7 個 


れ が ヵ 個 あれ ば , im( We うーHim 々 _jim1 一 1 で す . 
Zーoo \ 22 72 72 Z-co 72 カーoo 


そこ で , (2②) で は , 0<5。 は 明らか な の で , 
の が SS lm 三 0 


を 満た す c,。 を 見 い 出し , は さ み 打 ちの 原理 に も ち 込み ます . 
(1) 略 (上 の アプ ロー チ の と お り で ある .) 


1 1 出 紅 
ID ( 2 ) ヵ 十 1 ミ ん ミ 27 に 対し て は ラテ く ぐ 』 だ か ら 
者 SI 
( ヵ +2) 、 に ター っ ググ ァ 

3 ] 
土 ) (2 の 1 
に lim 一 三 0 で ある か ら , は さ み 打 ちの 原理 に より 
ウロ カーco 


lim 0 で ある . 自 


[ 注 ] (2) で は , B.126 [ 注 ] と 同じ よう に , 定 積分 を 利用 し て 数 列 和 7。 を 評価 する こと も で 
き る. 
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実数 ィ に 対し, に 2 11 の 2 
ma 店 とめ ょ 。 


72 722 
SSRRGSRGR62RERORSS232S0BRDRRISENSISSGRSRDSSSRSSIS 


カーco ん 王 1 272 22 22 


た 8 問 
話 庄 si 証 に ニ 
1 ミミ た く ヵ 2 の と き 。, 0 は 5 0 で ある こと に 


[p2= ま > | <r<2x の と き ,1s そ <2 。 … | ニュ 往 目 し て , 当 


| 
77 7 


gz っ oo と する の だ か ら z は 十分 大 き な 整 数 と 考え て よい . 
1ss ヵ -1 の と き | そ に | そそ 生 に 6 


を 一 ヶ 々 。。 の と き 回 全 に 
ヵ 二 1 た ミ 22 一 1 の と き 回 遇 計 

一 2% 。 の と き ば | ト * と | に ュ 
ae 


2 カー = 
BL 際 ーー ュー + 錠 - (2- ター ィ ュ ダー) 
た = カオ 1 72. 722 72 722 72 


ーー) 


il カー1 2 カー US 
明 (4+ 多 の +3(1 抽 


ーー が (あの 190ー) 


3 の  $1 数 列 の 極限 
日 アクア ーーーーーーーーーーーーーーーー 一 
数 列 {c} は 。 初 項 q 三 2, お よび , 潤 化 式 
ーー ( み ミ 1) に よっ て 定め られ る と する 。. 
gー2 の maー2g 十 3 の …… ① 
[ に 月 さ 二 
1 リ 数 列 (2 ) し ) 凍 の z 十 2 の 7。 か ネロ ② 


に よっ て 定まる 数 列 と する と , ce=- …… ⑨③ と な る こと を 示せ . 


(②) 局 の ) (2 月 に つい て , の gz 十 y 3 の の ーー ツ 3 の を 求め よ . 
(3) {c。} の 極限 値 を 求め よ . 


[アプ ロー チ > (1) は 厳密 に は 数 学 的 帰納 法 で し ょ う . (2) の 導入 に 乗っ て 連立 滞 化 式 ①, ② が 
処理 で きれ ば (3) は 簡単 で し ょ う . 
(MD が e= は 成立 し て いる . 
次 に 。 ある 正 整 数 ヶ に 対し て ⑧③ が 成り 立つ と 仮定 する . 
ca 三 を {cg) の 洒 化 式 の 右辺 に 代入 する と ①, ⑨ ょ り 


の 
| の , 3 = 22 ヵ 十 3 の 』 ーー _@z+1 
gz 十 27, の | 


と な り , z が 1 つ 増 し て も ③ が 成り 立つ こと に な る . 
よっ て ,。 任意 の 自然 数 ヶ に 対し て ,。③ が 成り 立つ . 邊 


(2 ) ①+⑨x73, ①-ー⑧ ず XY3 を 作る と , 
| gzn 十 7 3 ュー(2 填 73 )(2。 十 7 3 ) 
の ュー マツ 3 ュー(2 一 7 3 )(2Z。ー ア 3 2) 
が 得 ら れ , これ が 任意 の 自然 数 ヵ に つい て 成立 する こと より , 
| gz 十 7 3 三 (2 填 73 )""( る 二 73 ) 三 (2 十 73 )7 …… ④ 
gー ツ 3 ー(2 一 73 ) に (る ー ア 7 3 ム ) モ (2ー ア 3 )? Oo ⑤ 


を 得る . 

( 3 ) ④ よ ⑤ か ら 
| 22。 王 の " 十 7 2 0 
273 ニー? 2 デ 2 一 73 


CGULsl272 
た ee コー デバ 
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KiG3 = で あり | 0< ァ 028D23 く 0 ド D 
lm アー 
lim 3 . 
[ 注 ] 1" jimoz の 値 を 求め る に は , cx を ヶ の 式 で 表す 必要 は な い . 
く Hm oi を 求め る た め の 別 の 方 法 タ 
極限 値 が 存在 する と 仮定 し て , @ 王 lim cz と お く と , 与え られ 
た 洒 化 式 か ら , 
〆 三 島本 8 2 た ー こ ビ AB 
と な る が , >0 で ある こと を 考慮 すれ ば g 王 "3 で な けれ ば な ら な い . 
そこ で , Him cx ニ 3 を 証明 する . 
/ー2g 十 3 三 ー (2 一 73 )c 一 73 (2 一 73 ) 


人 十 2 Cx 直 2 
ES 
| cz ュー ア 3 |= PF2 | cs 一 Y3 | 


lenー78 < 
これ が 任意 の ヵ に つい て 成り 立つ の で , 
デ カー1 
la-73l<( 全 -) |gー ア 3 | (z 三 2, 3。 … の "の ) 


が 導 か れる . 
の に 


隊 | 


2 一 oo と する と 0 く 


右辺 一 0 と な る の で , 
liiml み ー73 1=0 
lim 三 Y3. 
2" グラ フ を 利用 すれ ば , cr 一 3 と な る こと は , 
直観 的 に 了解 で きる . ro A1.7 I, B.118 
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ee 
洒 化 式 カニ 1,。 の ュー デア g 十 2 (z 王 1。 2。…… ) 
に よっ て 定め られ る 数 列 2} の 極限 値 Hm Z。 を 求め よ . 


[アプ ロー チ フ > 一般 項 を 求め る の は 困難 で す が , 極限 値 が 存在 する も の と し て , それ を 見 つ 
ける の は 容易 で す . つま り , lim の: 一 で ある と する と , Him 2 ュー で も ある の で 


lim 2xm 王 Hm yg: 十 2 より , 。 テ Y2 十 2 が 成り 立ち ます . 
これ は , の 〆 テ o 十 2 か つ o 和 =0,。 すなわち g テ 2 と 同値 で す . 


し た が っ て , Him 2 が 存在 する と すれ ば Him g: 三 2 で ある こと が 分 か り ま し た . し か し , 
これ だ け で は 極限 値 を 求め た を こと に は な り ま せん . そこ で , 

im のみ ーg ぐつ liml み ーg| 王 0 
と いう 事実 に 基づい て , その 予想 が 正しい こと を 証明 する の で す . (mg A1.7 1 ) 
推定 する 作業 は ア b 菩 還 limoz=2 …… (*) で ある こと を 証明 する . 


プロ ー チ の と お り . 
の 与え られ た 洗 化 式 の 両辺 か ら 2 を 引く と 。 
の ーー2 テ yg 十 2 ー2 
の 一 2 
分 子 の 有理 化 2 ーー デキ うす 2 
yr 1 串 | 
(GESGS 7 の が ド 2 十 2 ウジ 2 より 2 2 
まつ 
生計 六 計測 陸 | 
72。 十 2 二 2 2 
Znー2|< 寺 1,ー2| 
が 得 ら れ , これ が z 生 1 で 成立 する こと より 。, 
0sl み -2|<() lg-2| 一 = 0 ( ゅ ーo) 
し た が っ て , (*) が 証明 され た. 
9ー テ [ 注 ] 本 問 は , 前 問 同様 “ 尊 化 式 2 ヵ 』 ュ テア (2/) 
7 (282)) 議 隊 22 


で 定まる 数 列 の 極限 の 求め 方 ” の 具体 例 で ある . 
さら に 一 般 的 な 議論 に つい て は , 
Sg” B.362 


$1 B 篇 (演習 問題 ) 3# 


B.T1 一 


[アプ ロー チ ツ > 無限 級数 2 g, の 和 の 定義 は 覚え て いま すか (gr A16). Sー Hm Sz が 無 
限 級数 の 和 の 定義 
隊 還 第 z 項 まで の 和 を る S,, 無限 級数 の 和 を ぐ で 表す こと に する . る で ある . 


191 ニュ ー テ 55ー1 5: ニュー る 。 ee 7 
1 2 
周 つつ 5 只 っ * 上 
M 届 1 2 3 
一 般 に , Ss ュー1。 apps 3 2 
で ある .。 し た が っ て , 
lim Oz ぁ ューInm osx 王 1 と な る の で , lmm 5 ヵ 三 1 で ある 。. 
S=lim Sx1. 
( 2 ) ①⑪ と 同様 に , 
772 1 
ID2z コ ニーU5 Sp 山王 5 De PR 
で ある .。 し た が っ て , (5) ・ 
lim S 三 0 キ 1 三 Hm 5 上 か 員 す 1 
で あっ て , S, は 収束 し な い . ゆえ に , 和 は な い . 上 
上 4 
(3 ) 級数 の 第 を 項 (を 2) は エーーー デー で ある か ら , 3 第 1 項 だ けが 例外 。 


半生 
2 十 1 2z 十 1 
[ 注 ] (2 に “括弧 " 了 と (3) に な る が , (2)。 (3) は 別物 で ある . 一 般 に , 無限 級数 で は 括 
弧 の 変更 は 許さ れ な い / な お (2) で は , 定理 

「 Him の キ 0 ーー S テ み 二 の g 二 … 十 gg 十 … は 存在 し な い 」 eo A1.6MW 


を 用 いて も よい . 


デ 1 一 


2 。 $1 数 列 の 極限 


昌 .1E0 一 一 _ 
つぎ の 各 無 限 級数 の 和 を 求め よ . 


[| アプローチ 了 いずれ も 初 項 か ら 第 ヵ 項 まで の 和 (第 ヵ 部 分 和 ) S。 を 求め 。 limSz を 計算 し 


9 
(人 0 所 ロカ 
1 
第 ん 項 一 CFD ーー 
と 書き 直せ る の で , S, を 作る と 順次 に 打ち 消し あっ て , 
AI 
1 還 
EE 3 
ai 天 1 1 の コラ) 
よっ て ,。 和 は limS。 一 1 で ある . 
0 忠信 1 6 
( 叶 (2) 第 を 項 2 計 の 2(g TH2) で ある か ら 
テー キ 第 ヵ 部 分 和 S。 を 作る と 。 1 つ お き に 消し 合う の で 
Ai 
すす ーッ 本 記 
RY < = 
二 すす 更 本 
ai Oo) 
+) 出生 1 の 
2 7 士 2 3 
ーーー ニ ーー よっ て , 和 は lim 3 一 陸 で ある . 


(3 ) 第 を 項 = て FTDT 


edil 1 1 
(を +10! 44 (を +1! 


= る 半 本 I | 
1 


= 
TI 553BDI 1 (みっ o9) 


よっ て , 和 は IimSz1 で ある . 
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B.1g1 
つき ぎの 名 無限 級数 の 和 を 求め よ 。 
0 計 9 計 の 
240- め の ((② (③) で は は 。 ヵ に よら な い 定 数 ) 


無限 等 比 級数 別 の の! が 収束 する の は ,。 
Z 王 0 また は 1< ヶ <1 の と き で す . 


0 (に - あ / 旨 


これ は , 初 項 ニ ー 記 。 公 比 ニー ミ の 無限 等 比 級数 で , 


- 六 < ょ り 和 が 存在 し 


e-(- 二 -(- 章 一 Ye 


ヌ g77 ュ ーー 


( 2 ) 1 の ロー 双 g( 2 の! ヵ ニ 1 1 一 ケ 
これ は ,。 初 項 =2, 公 比 三 Z” の 無限 等 比 級数 で ある か ら 
|g|<1 の と き , 和 =+ー 大 
| gl|=1 の と き , 和 は 存在 し な い . 
(3 ) 当 21ー の "| は 初 項 e。 公 比 1〆 の 無限 等 比 級数 で あ 
る . 
(i) 初 項 2 キ 0 の と き , 


公 比 1 一 放 <1 と な る の は 0< く 〆 く 2 
MSG32 2 が か が つ 』22E05 の きき a 議 の 志和 き 


0 5 
es の 。 
(1) 2 三 0 の と き , 級数 の 各 項 は すべ て 0 な の で る 初 項 = ニ 0 の と き は 
和 0. 別 扱い が 必要 . 
以上 まとめ て , 


cg 三 0 の と き , 和 ニ 0. 
ー ソ 5 <g<0 また は 0<g</3 の と き 。 和 一 
| g| =/5 の と き , 和 は 存在 し な い . 
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1 らら 


Si あの 


ヵ =1 27 3 


[アプ ロー チ > この 級数 自身 は 等 比 級数 で は な い の で す が , 具体 的 に 書き 並べ て みる と , 等 
比 級 数 に 帰着 で きる こと が 分 か り ま す . 


2 in を は 3 を 周期 と し て 循環 し 。 その 値 は 次 の よう に な る . 


3 
/3 /2 (z 三 3 を 十 1) 
ー73/2 ( ヵ 三 3 を 十 2) (を テ 0, 1 2,。 …) 
3 0 (z 三 3 を 十 3) 
し た が っ て , 初 項 か ら 第 ヵ 項 まで の 和 を S。 と お く と , 


Sin 96 
3 


9 た 2 の |) 1 
"0+ 
和 和 人 ( 富 )+ っ 0 
2 
il 
な s 地 = に 湖 下 YKGP US 
4 誠 人 
hm Sa 
ー ガ 。 SnーSam 二 arSin 2 上 に ーー 


に お いて , 一 oo と する と, rr デー 0 が 2 る の 53 


Him S ヵ の 
ES 


本 
由 lim Sas lim Ss 三 lim Ssz 三 7 


ーHm Sn 同様 に し て , im Ss が いえ る の で , 
三 ]im Ss ヵ +2 
05 2 ms で ある . 


= 


$1 B 篇 (演習 問題 ) 3Z 


. 1 ら は 


| |<1 の と き , 無限 級数 
光 な りー12z 十 3 GCC 
の 和 を 求め よ 。 必要 な ら 「|>| く 1 な ら ば lim zz”" 王 0」 を 用 いて よい . 


[アプ ブローチ まず 部 分 和 を 求め 。 その 極限 を 考察 する と いう 姿勢 に 変わ り は あり ませ ん . 


この 級数 の 第 ヵ 部 分 和 を S。 と する と 
5,ー1 十 2 ァ 十 3Z* 十 eeiAis 十 zz 


2 95ー 220 Leob0 三 0 TH 
6 )S5 ヵ 。 三 1 十 十 Z" 十 …… ド 00 和 1 ー この 技巧 は , 等 比 
0 級数 の 和 の 公式 を 
に 52 導く の と 全く 同一 . 
II DU 凍 RIE 
ー (1- ヶ 7 *)* 1 一 ヶ 場合 に も ① は 正 し 
い . 
Res|l2SSI 3 の limy" 王 0 lim zz" 王 0 で ある か ら , る B.110 の [ 注 ] 


な: に 
必 伴 三 Im S ヵ ーー 1ー ァ )* 


[ 注 ] 1" |zl ミ 1 の と き は , 一 般 項 zz に * が 一 co の と き 0 に 収束 し な い の で , 級数 
は 収束 し な い . 
2*" 部 分 和 S⑤。 を 求め る に は , 


1 FN 
の 両辺 を * に つい て 微分 する と , 左辺 は ちょ うど ら る,, 右辺 は ① の 右辺 と な る (確か め よ ) 
と ど a レ で も よい W。 

た だ し , この 方 法 を z 一 eo の 場合 に 「 拡 張 」 し て 


1 キメ オ yz タ 二 ……z7 二 …… ー ュ ーー (1<z<1) 


(* キ 1) 


の 両辺 を > で 微分 すれ ば , 
1 填 2 ァ 十 3z テ 十 …… ーー 
が 得 ら れる , と いい た いと ころ だ が , 
| を な に 入 当 の) < 項 別 微分 > 
の ヨ 旧 ぎん 2 の ァ 1 
と いう 関係 が 無 条件 に は 成立 し な い の で ,。 その よう な 推論 は , 論理 的 に は 不 十分 で ある . 


39  $1 数 列 の 極限 


B.1 ら 4 
2 を 虚数 単位 と し て 
(リーe+w ( み デ 1。2。3。 …… ) 


に より 定め られ る 実数 列 {2J。 {6』) を 考察 する . 
1) の z+15 1 の それ ぞ れ を の z* / 月 で 表せ 。 
(2) ZZ 填 * を の 式 で 表し , これ を 利用 し て lim の 王 Him 三 0 を 示せ . 


3) 包 6。 選 ぬ 6 を 求め よ . 


1+27YW/127 は 。 71+22YWP 7/1 填 22YY1 寺 22 YY 
(5)( す > 遇 0) owa ) に 5 人 3 ) 
と 考え て も よい . =( は 22)。 + あ の) 
722 ニー1 2 の な 5 の の ーー ク の 2 ョ に の カ 
ニーーーー ニ ーーー - ト 2 ・ーーーーーーー ーー 
3 3 
両辺 の 実 部 , 虚 部 を 比較 し て 
の ヵ + ュ 一 ーッ ーー を 得る . 


( 2 ) 上 の 結果 より 
gz+T 十 rmー で ((gー20 が (2g。+ = 全 (gg+ の う ) 


ef 邊 = て) ・(g+6) 
【2 が ) / 月 が 実数 と 9 
いう 条件 が 効い て 夢 368 lim(g 十 がめ の 三 0 8 lim 2 ヵ 王 lim み 三 0 血 
We (3 ) 見 や すく する た め に (1+2⑰/3 ニ c と 書く と ,。 
2 ヵ 十 7 の 。 三 と 
初 項 , 公 比 が 虚数 SS %6 > 7 
で あっ て も , 等 比 (0 1 ロー 
人 本 2 
数 移 の 和 の 公式 は 、 = あの =c- キ と 
使え る . 
ーー を 代入 ーー し に 4 の あり 
(時 両辺 の 実 部 と 虚 部 を 比較 し て 
ーー 和 に SS 82 
の 三 4 二 4 w 十 4 の A, 必 デイ 4 2w 二 イ の y。 


で 1 で パー>Go と すれ ば ぱ ば, gw つ 0。 の 一 0 で ある か ら 
も 
必 の 三 2 台 め 4 
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日 . 1 ど B 
5 一 (Wー1。 2。 3 ……) と お く 。 ]hm Sy 三 S の 存在 を 既知 と し て , 


日 に SD 
(1) z 生 1 の と き ,。 (一 1) く 7 く ( 十 1) と な る こと を 利用 し て 


l 5 
ST く 5 く Sv+ 壇 を 示せ . 


58 61 の まこ 
・ ②⑫) 役 ぐ ③ ぐ 英 で ある こと を 示せ . 


[アプ ロー チノ 高校 数 学 の 範囲 で 一 般 的 に 扱え る 無限 級数 は , 等 比 級数 だ け で す 。 第 W 部 分 
和 Sy を パ の 簡単 な 式 で 表す こと が で き な い 本 問 の よう な 級数 に つい て は 級数 の 項 


を , 第 W 部 分 和 を 容易 に 求め る こと の で きる 級数 の 項 で 。 は さむ (近似 する ) こと に より , 
級数 の 和 の お お よそ の 値 を 知る こと が 議論 の 対象 と な り ま す . こ の よう な 作業 を , 評価 と 
いい ます . 


(1) S-5w= 光二 で ある か ら , 
に co ll 
3」 02TD 2(z 十 1) PP oy で (一 1) 
を 示せ ば よい . ここ と で 
1 旨 議 還 ま ご /| 1 1 
了 E う 人 2(z 十 1) E う 人 72 に 中 
5 ルド 0 ド 
了 E う 放 (一 1) 知ら リー アカ 
で ある か 
SS 
")+1 2 
(029 ME 
1 1 0 議 二村 
1 十 支 十 地 す イ すく S く 1+ 吉 吉 す 
58 01 呈 ラク 
36 っ 、36 を 得る 


際 考 0 


ムー UESG 計 
2 36 ー で ある . 


2 の  $1 数 列 の 極限 
B.18B = 
$ ぶ = る 坊 (W1, 2 3。 …… ) 全 8 

Q) 0 を 示せ . 
(2②) lm を 求め よ . 


[アプ ロー チ > 前 問 同様 , Sy を パ の 式 で 表す の は 無理 で す .。 
(1 ) を 1 と する と , 


y を 一 1 上 Y を た た 圭二 1 
2 く 7 左 く の 
2 あこ 2 
を 二 1 十 7 を 7 ルル 7 を 十 必 ー1 
2(/ を 1 一 7 を ) く < 太く 2 を - 誠二 9 3 00S (*) 
(*) に お いて > て ある か ら 。 和 名和 辺 に, さ と あら 。 
ん テ 1。2。 …… 。 1 
と お いた 式 を 加え 2 ヌ ( FTー7)< 当 - く 2 る (/gー な ー) 
あわ せる こと . Am 紀 7 を 己 


2(/W+1-1) く <S く 2 を 得る . 血 


( 2 ) 上 で 得 た 不等式 の 各 辺 を Y で 割る と 
2 キリ ー .VV キ 1 一 1 _ Sy 
yV YV 
と な る が , ここ で 最 左辺 は , 一 oo の と き 
1 WsE 呈 1 


OS ll 二 貞 年 
Hmn2 友 =jm2( ソ 14 記 0 


と な る の で , 


同 の 
3 


0 Ra Ke 2 R 
[ 注 ] ーー- 訪 セ >0) の 単調 滅 少 性 か ら 。 0 学 < 支 く が 明 り 立っ . (グラ 


フ を 考え て みよ !) この 積分 を 実行 し て も , (*) が 得 ら れる . 


=bm- 放 当 EL 「 =|2 7z|ー2 


OS 
37 の Hm 7 


の よう に 直接 , 結果 を 導く こと も で きる 。. 
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B.1 フ 


7 


2 つの 級数 1202 史 zo が それ ぞ れ 和 4, お を も つと き 。 つ ぎの 間 に 答 え 


は 二 7S7 ラ 5 の tl 3 する 
G) 駒 (gg) を 4 で 表せ . 


2②) jim が 0 の と き 。 錠 ( ヵ +1X(o。 


ーgz+ri) を 24。 ぢ で 表せ . 


[アプ ロー チッ 級数 和 に つい て の , 抽象 的 な 取り 扱い の 問題 で す . 「 ヵ 一 co の と き は , 
gg 王 の amn だ か ら 志 が (g 二 m) ニ 当 2g。」 な ど と する の は 。 気楽 す ぎ ま す 。 


4 が nA 
( 1 ) 2 が ( 十 の 4 リー 2 の z 十 25 272 の ヵ + ュ 


に 
FE 


4 1 
三 2! zg ヵ 十 2 (一 1)2。 
7 アー1 7 デー2 
が が パ +1 
ーー 72 の ヵ 十 2 (一 1)2 
7 ニ 1 =1 
が パオ 1 が パ +1 
三 2! 22 ヵ 十 2! 2 一 2) 2。 
カー1 7 三 1 し に 5 


ーー 2 アー4.(W つ eo) 


(2) 党 (e+1( み 0 ニ (e+ 一輝 (2 


が パオ 1 
ー 2! (z 十 1)72。ー 2 22。 
7=1 7 三 2 


が 4 
=GT+TPrg+ 当 (z+1ー( 当 が eV の) 
4 
ー4 み 十 2 人 ( み 十 1 みみ ー タ の) 
ー(W 十 1772/+ 
が 
ー4 十 2 (2gz 十 のり 一 (W 十 1)72ym 
4 M 
ー2% 22 ヵ 十 2 の ヵ 十 み ー( パ 十 1)2Zym 
ーー 2 刀 十 4 十 1. (一 oo) 


る 


添え 字 を つけ 変え 
7 
ム テ 0 な ら 


h4 W 
あう W/ 且 ゆう 
ヵ ニ 2 ヵ カニ 1 


R が パ +1 
lim 2 2 
パーeo 1 


MV 
三 lim 2! 22。 三 万 
パーeo カー1 


添え 字 を つけ 代え 
た だ 

か M 4 
2 み 三 の 十 2 


し 3 
パオ 


ご 


が 
%ー ジ の 十 の ym 
=2 22 


さ 


jm (W 十 1)727」 ュ 
0 


タグ 3$1 数 列 の 極限 


.12 
y 平面 に 直線 7 : ッ ? 三 (tan2 の > が ある . (た だ し , 0 く の く Z/4) 
点 (1 0) を 通り ァ 軸 と / に 接する 円 を 選 , の 左側 に あっ て 7 と x 軸 と 選 
に 接する 円 を C, C。 の 左側 に あっ て / と yy 軸 と C。 に 接する 円 を Cs。 以 下 同 
様 に , C, の 左側 に あっ て / と x 軸 と C。 に 接する 円 を Cii と する . 円 Cz の 
面積 を S。 と する と き 。 旨 Sz を 求め よ . 


[アプ ロー チ > 円 C。 と 円 C』 ュ の 関係 を 調べ る と いう の が この 手 の 問 題 の 手筋 で す . 


円 Cx の 中 心 を PA(z。 9 月 回 N の 寺 と 2 
軸 と の 接点 を Qz(zz。 0) と お く . (ん =1) 

Cz が ヶ 軸 と / に 接する こと か ら , 中 心 Pz 
は , 軸 と 7 の な す 角 を 二 等 分 する 直線 

(tan の > 上 に ある か ら , 
k 三 (tan の zz 

で あり , これ が , 円 Cz の 半径 の 大 き さ で も あ 
る . 

2 円 C。 Csi が 外 接する た め の 条 件 は , 

(中 心 間 の 距離 ) ニ (2 円 の 半径 の 和 ) 
と な る こと で ある か ら 


プー 必 z+ ュ 1 
coS の 


(1 二 sin の z。 ょ ュー(1 一 sin の )z 


ニ 1ーsim の = 
x+1 一 1 sin 防 た (1, の 9 ) 


が 成り た つ . これ と , ヵ ヵ ー1 より 
ュー 生生 全便 め 「 


三 (tan の (zz 填 yr) 


1 十 sin の 1 十 sin の 


2 上 層 の < _ 1 一 sin の oe Es 
を 得る .、 し た が っ て 。 し 下 P リ と お け ば 


S 王 zyc Zr・tan*? の ・y//ー rtan7 の ・ 選 分 2 
と な る が 。 0< く sin の <1 で ある か ら 


公 比 の 等 比 数 区 
列 


ーー 
0 


ーー s。. 1 十 sin の 
ツ メー ュー 定 tam' の 4sin の 


5 
日 . 1 ら 


1 B 篇 (演習 問題 ) 2 ダ 


正三 角形 ABC に お いて 辺 AB 上 に 1 点 P。 が 与え 


られ て いる . P。 よ り BC に だ 垂 線 を 引き その 足 を Q, 


Q。 より CA に 垂 線 を 引き その 足 を R。, R。 より 


垂 線 を 引き その 足 を Pi」 と する . つき MG P。 か ら Pi を 
定め た の と 同じ 方 法 で , P」 から P。 を 定め , P。 か ら Ps 


を 定め ,。 以 下 同様 に し て 順次 に P4。 Ps。…… 


る . が 限り な く 大 きく な る と き の 点 P, の 限り な く 


近づく 位置 を 求め よ . 


AB に 


| アプ ロー チ > P,。 か ら 出 発し 央 NN5 PT ュ と 追っ て , Pj が P。 か ら ど う 定 まる か の 規 


則 を 定式 化す る こと を 考え ます . 


正三 角形 の 1 辺 の 長き を 。 と し , 
PB カカ, QzC ニ の RzA ニ テル 
NSK 語 ラ 7 の SO 
AP。 ニ ゥ ー か , BQ。 王 ゥ ーg の ヵ 。 CR>ーgー7 
で ある . 
Pz か ら QR Pai と 作っ て いく 規則 か ら , 
PBcos60* 王 BQ, 
QzCcos 60* テ CR, | 
RzAcos60" テ AP。」」 
①, ② を ③ に 代入 する と, 
か 三 2(Z 一 の ) 
に wo 
三 2(2 一 ょ ) 
と な る . ④, ⑤, ⑥ か ら g, と ヶ を 消去 する と 
み 三 2(32 一 4 か 1) 
6 か ューー カ 十 6Z 


27 上 /。 2 の 
ma すみ 軸 


これ が 任意 の z( 和 0) に つい て 成り た つこ と か ら 


な 3 に $)( ゅ ー す ) 


8 


7ーoo 


im( - 生 ) =0 で ある か ら , im 一 学 と な る . 


る 2 王 1 と し て も よい . 
EE ① る ヵ み は P, の 位置 を 
定め る 変数 で ある . 

2 は あの ② の > も 同様 . 


る P。 の 極限 点 は , 
出発 点 P。 の 位置 


よっ て , 点 P,。 は 辺 AB を 1:2 に 内 分 する 点 に 限り な く 近 づく . に よら な い / 


2 3$1 数 列 の 極限 


B.130 


か 9 を 正 の 定数 と する . 三角 形 AB。C。 の 各 辺 を ヵ : 2 に 内 分 する 点 A, 
Bi, Ci を 結ん で 三角 形 AiBiC」 を 作り , つぎ に 三角 形 AiBiC」 の 各 辺 を ヵ か : の 
に 内 分 する 点 Az, Bz,。 Cs を 結ん で 三角 形 AzBzCs を 作る . 順次 この 方 法 を くり 
返 し て 三角 形 A。B。C。, 2 を 作る < 

これ ら す べ て の 三角 形 の 面積 の 総和 が 最も 小さ く な る と き の か ヵ : の の 値 を 
求め よ . 


| アプ ロー チ > ム へ AzBzC。 と へ 人 ABC 放 の 関係 に 注目 し ま 39 褒 


AB と A へ ACB は , YA を 共有 し KG 
Ao お り 
Az4 ュ ーー か カ AB 」」 で 4 
AzB。 ヵ 填 g” AzCz。 が 填 2 


で ある か ら 


C 
し Bi へ ACBa」 7 
) ム へ AzBzCz ( ヵ 十 9/ 
同様 に 
Bo Ai Co ABzAznCaan へ CaBznA4 ュ が 2 


C。 AAzBzC。 へ AzBzC。  ( ヵ +gX 
し た が っ て 。 


B+ ュ 
Am AAznBnCanー( ュ ー 3 が 9 で 作 二 )AAB。C。 


( ヵ 寺 6)* 
3 の っ 
B。 BC ご こ S (の 之 
A 2 で Ki ( 2” ァ 。 へ AzBzCzS,。 (zz 全 0) 


お 人 二 ど 陸 は 公 比 ヶ の 等 比 数 列 を な し て お り , 


= 
面積 の 総和 は 。 


村 ( ヵ 二 の)* 
S ニ デーー 32g ・S0。 


そし て , 
2 
相 加 ・ 相 乗 平均 の 。 びー が ク + 9 +2a2./ タ る +2=4 
不等式 
82P TRGRRI3 


と な る こと か ら , $ が 最小 と な る の は 
ye の と き で ある . 
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B.131 
ヶ は 1 より 小さ い 正 数 と する . 
右 図 の よう に , 動 点 P が 原点 O か ら 軸 に 沿っ て Ai 
まで 1 進み , 次 に 左 に 直角 に 曲がっ て As まで ヶ 進み , 
さら に 左 に 直角 に 曲がっ て As まで ァ 7* 進 み 。…… と 動 


いて ゆく すなわち, 動 点 P は Ao 三 O と し て 
AA Az 2 王 90"。 AA ュー アル 
と な る よう に 反 時 計 ま わり の 道 に 沿っ て 進む . 
動 点 DP は どん な 点 に 限り な く 近 づく か . 


[アプ ロー チア ーッ % 三 1 2。 3 4 …… と 具体 的 に A。 の 座標 を 調べ て ゆき ます . 


A。 の 座標 を Az(zz。 みみ) と お く と, 
ヵ 三 2 の 三 1。 7 デー1ー ア “2。 zs 三 ye 三 1 一 77 十 7 …… 
一 般 に , 
mn 王 mr2 デ 1 トーア" 十 7 パー……… (2 の 
右辺 は , 初 項 1。 公 比 一 /* の 等 比 級数 で , | 公 比 | く <1 で ある か ら , る 0 く ヶ く 1 
無限 等 比 級数 の 和 と し て 


昌和 の nino2 こと 

2 太 十 1 1 72+2 1 一 (一 7??) 1 エア 7? 
1 に まま まま まま 
Hm zzー ィ 本 2 ① 

同様 に し て , カー0。 2 三 三 ケッ 4 三 95 デ ケー Baie 
の 9m 王 an デー ケー ゲ 十 ーーー 土 (ニニ 10 ア ーッ 
よっ て , 初 項 ヶ 。 公 比 一 7” の 無限 等 比 級数 の 和 と し て 

i 2 
im み ニ ィ イエ ッッ の ②) 


①, ④ よ り 動 点 P は 定点 Q(~ イエ に 限り な く 近 づく . 


[ 注 ] 複素 数 平面 を 考え て , 点 A。 を 表す 複素 数 を Z。。 7(cos90" 十 ?sin90") と お く 
5 
グッ ー グ ュー g(Z ァ ュー グ /) (0 2 “…) 
が 成り 立つ の で 。 これ より , 
ュー クー の (2 ュー ク の)) ( ヶ 三 0, 5 誠 28 …) 
を 得る . ここ で を 三 0, 1。 2。 …,。 一 1 (z1) と お き 辺 々 足し 合わ せる と, 
Z。 一 RE。 


Z。 ー の + 


と (るー Z。) と な り , Z。 つま り Az の 座標 が 求め られ る . 
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$1 数 列 の 極限 


1 

7 し /4 

。 | の と き , 正 癌 数 ヶ に 対し に 9 ) と する 。. 
胃 ,/4 し /4 


⑪) み 二 の み 1。 な 十 51 を 示せ . 


(2) lim ア " を 求め よ 、 こ こ に 。 行列 の 列 {%』) と 定 行列 4 に 対し 


lim ダース 4 と は , 。 の 要素 の それ ぞ れ が 対応 する 4 の 要素 に 収束 する こと 


で ある 。 


が の pm<G3 や 
ある が この 式 か ら 
は (1) を 解く の に 有 
用 な 関係 式 は 得 づ 
らい . 


1] 語 蔽 | 
(1) ( PteBepa( 4 
7z+1  Sz 二 1 7 ヵ 。 Sz | 3 
4 4 
より 
1 1 
か ニテ の BS6 


①+③⑨ より か ょ 十 の ュー カカ 十 の (z ミ 1) 
これ より { ヵ , 十 は 定数 数 列 で あっ て 


1 
①, の mnー テ か の PCO (の ②) 


みみ ー ム の ー テ キテ ー 1 本 


7 十 sz に つい て も 同様 で ある . | | 


( 2) ③ よ り テー1 一 旋 で ある の で , これ を ① に だ 代入 し て 2, を 消 
去 すれ ば , 


mー テ か 二 
(より 
2 1 に 7 ーー 計 ミス まま 
か 証 ( ぁ 9 Ia か 三 3 6 
jmg=m1-)= 人 et ⑤ 
7z。 sz に つい て も 同様 に し て , 
ニー ベン 
Hm み ー ラ ッ Hm sw 一 っ ⑥ 


と な る . ④, ⑤, ⑥ よ ょ より 還 の | 


em la 
elto sl 
ーー ーー 

の | 

沈 

ぶ 


回 キー・ ワ ー ド 
基本 的 な 関数 


8P 関数 と その 備 分 


(A 基 礎 理論 篇 ) 


タグ Z 


| 月 関数 ーー| 狐 度 法 | 


| 指数 ・ 対 数 関数 一 | < | 


より 複雑 な 関数 トー ンー 
記 』 回 着 


四則 


関数 の 極限 


| 分数 1 次 関数 
ー| 押 関数 ーー 


UNIT 


ml [| 


| [ 古 Neo 
ーー[ 和 RW 和 
| [mes] 


に 


ーー | 三角 関数 と 極限 


導 関 数 


ーー| 微分 法則 
陰 関 数 の 微分 法 


28 3$2 関数 と その 微 分 


公選 .1 基本 的 な 関数 


I. 定義 域 と 値 域 
関数 の 定義 域 と 値 域 の 定義 を 復習 し て お く . 


[定義 ] 関数 め ヵ テニ /(>) に お いて , 変数 * の と り 得 | 定義 域 
る 値 の 範囲 を 定義 域 , 変数 ヶ ヵ の と り 得 る 値 の 範 ・ 値 域 


| 囲 を 値 域 と いう . 」 


2Z く ヶ ぐ の の よう に , 端点 を 含ま な い 区 間 を 開 区 間 , 2 ミ ァ 
ミ の の よう に , 端点 を 含む 区 間 を 閉 区 間 と いう . 


1? 関数 を 定義 する と き , 例え ば 
ッ デ (>) (>=0) 
の よう に , 定義 域 >=0 を 付記 する 方 法 が よく 使わ れる . 


IT. べ キ 関数 
数 学 II で , 実数 2 お よび 正 の 数 ち に 対し , 
の 4 乗 に 
を 定義 し た (。 大 学 へ の 数 学 1 ニ ュー アプ ロー チ , A 3.3, 
p.131)、 こ の 記法 を 用 いて , 実数 の 定数 z に 対し て , ベ キ 関 数 
(eS (>0) 
が 定義 され る . 


1" 特殊 な z の 値 に 対し て は , fy) テ ァ ? の 定義 域 は , 拡張 され る . 


g デ 1。 2。 3。…… の と き は , 実数 全体 

g 三 0, 一 1, 一 2, 一 3, …… の と き は , 0 以外 の 実数 全体 

g>0 の と き は , 0 また は 正 の 実数 全体 
皿 . 三角 関数 


数 学 IL で 。 一般 角 に 対し て , 三角 関数 
Sim ア 。 COS ア 。 tan 
を 定義 し た . し か し 微分 積分 法 で は , 1 回 転 を 360" と する 「 度 
数 法 」 よ り , 次 の 「 弧 度 法 」 が 便利 で ある . 
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| [定義 | 半径 1 の 扇形 の 弧 の 長き が ァ で ある と き 弧 度 法 


| その 扇形 の 中 心 角 を ヶ ラ ジア ン (radian) の 策 
際 ( 
( 


kg" 大 学 へ の 数 学 人 ニュ ー ア プロ ー チ , A 2.1, p.78) 


2 


電 90'= あ 180* ニ ァ , 360" 王 2z (ラジ アン ) 


弧 度 法 を 用 いる と , ysimnx の グラ フ の 原点 に お ける 接線 の 傾 
き は 1 に な る . (wwA 2.7 II) 


SY 


5 の 3$2 関数 と その 微分 


IV. 指数 関数 , 対数 関数 
数 学 II で , 2 を 底 と する 指数 関数 
ア (>) ニ Z" (z は 任意 の 実数 ) 
と , 2 を 底 と する 対数 関数 
の z)logzz (>0) 
を 定義 し た 。 た だ し 0< く 2 キ ] で ある 。. 
微分 積分 法 で は , 指数 関数 ? ニ 2* の うち , そ 


の グラ フ の 点 (0。 1) に お ける 接線 の 傾き が 1 と 
な る も の を , 標準 的 な (“自然 な ”) 指数 関数 と し 
て 用 いる . この よう な の 値 を e と 書く . e の 値 
は 


e 王 Him (1 ) 一 2.718281828459045…… 


で 与え られ る . (em 宮 - A2.5VI。A 2.7 IL) 

また e を 底 と する 対数 関数 ヶ 三 log み の グラ フ の 点 (1, 0) 
に お ける 接線 の 傾き も 1 と な る . (wm 用 A 2.7 II) logzz を 自 
然 対 数 と いう . 今後 っ を 略し , logz テ logz と 書く . 


( g>1 の と き ) 


1” e 以 外 の 数 z を 底 と する 指数 関数 2*, 対数 関数 logzz は , 
ゲーe 生 
1 た だ し ge@* . 三 log。2 
log。 写 法 1oggz 
の よう に , e を 底 と する 指数 関数 , 対数 関数 で 表 さ れる . 
2" 三角 関数 で 。 ラジ アン と いう 角度 の 単位 を 標準 と し た よう に , 
指数 関数 に お いて , 指数 の 自然 な 単位 を 定め た と 見 る こと も で き 
2 の 
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公 邑 . 力 より 複雑 な 関数 の 構成 』 


ON NSRNISIETSS 記 


べ キ 関数 , 三角 関数 , 指数 関数 , 対数 関数 の よう な 基本 的 な 関 
数 を 組合 せ て , 複雑 な 関数 を 作る 手続 き を 考え よう . 


I. 四則 
関数 7(z), 9(z) に 対し 。 それ ら の 共通 の 定義 域 に お いて 
線形 結合 Z(z) 十 (>) (2. 5 は 定数 ) 
積 (>) の ( ァ ) 
を 考え る こと が で きる . また 共通 の 定義 域 の の (z) キ 0 な る 範 


囲 に お いて 
げ ( 々 ) 


商 の び 々 ) 
を 考え る こと が で きる . 


3 [ 例 ] べ キ 関数 1 の 沈 の 7 OCG アァ の 線形 結合 
ア (>) の 十 の Z 十 2zZ 十 gs7" 十 …… 十 2 
を ゥ ヵ 次 関数 ( ヶ 次 多項式 ) と いい ,。 それ ら の 商 


(e 三 go 十 ア 十 の 2 十 …… の 
2 十 あ y 十 Z 十 …… 上 の azZ 


を 有理 関数 (有理 式 ) と いう . 


II. 合成 関数 
2 つの 関数 
WW 
ター の 2) 
を 用 いて 定義 され る 関数 
ター の ア ( マ )) 
を g と の 合成 関数 と いう . 
合成 関数 は , 7(z) の 値 が 2 の 定義 域 に 属す る よう な yr の 範 
囲 で 定義 され る . 


1 2 げ ( ヶ )) ニ gs げ ( ァ ) と 書く こと も ある . 
2" [ 例 ] = ニア 7(z) 三 ん z, < 王 g(》) ニ e" と する と 。 
タデ の 7(>)) ニ e“ 


52  $2 関数 と その 微分 
皿 . 逆 関 数 


[定義 | 関数 ァ ) の 値 域 に 属 する どの 数 ヶ に 対し | 逆 関数 
て も , | 
| ヶ デ ア ( ァ ) 

| な る が た だ 1 つ に 定まる と き , その > を 


ァ ー ア (の 
と 書き , アナ ” を 了 の 逆 関数 と いう . 


] ア (Z) ニ ァ ” (> 生 0) と する 。 7? ヶ 生 0 に 対し 
ター ディ” で つう ァ デ テマ Y ヶ 
“(の = マタ 
2” g(z) ァ " (z は 任意 の 実数 ) は , 逆 関数 を も た な い . 
3" 逆 関数 /-! の 定義 域 は , 関 数 げ の 値 域 に 一 致す る . 
4 ヵ を 正 の 実数 と し て , 7(y) ニ ァ ” (>=0) を 考え る . 
ヶ 生 0 に 対し 
ッ ー ァ Pe 一 > ァ ー ッ 5 
アー!(⑦ の = 
7(>) テ e* に 対し , 
ッ ーe* ぐう ァ テ log ヶ 
7“(⑰ の =log み 


IVY. 陰 関 数 
た と えば "デー" 三 0 の よう に , ヶ ァ , ヶ を 含む 等 式 万 (Z, ヶ ) モ 
0 が 与え られ た 場合 , 一 般 に , > の 値 を 指定 する と, この 等 式 
か ら そ れ に 対応 する ヶ の 値 が 定まり , y が ヶ の 関数 と な る . こ 
の よう な 方 法 で の 関数 を 表す こと を 陰 関 数 implicit 
fanction] 表示 と いい , 万 (z, 2)0 を ヶ の 関数 ヶ を 与え る 方 程 
PNGW NMSS 


1" 陰 関 数 表示 (>, ヶ ) 三 0 を ッ に つい て 解い て ヶ テ (>) の 形 に 
表す こと , すなわち , 陽 関数 [explicit function] 表示 に 書き 直す 
こと が た や すい 場合 も ある . 

陰 関 数 表示 x?ー ゲ ー0 で 定め られ る ェ の 関数 ヶ の 陽 関 数 
表示 は ッ ーz? に ほか な ら な い . 
2" ( 々 の 0 を ヶ に つい て 解く の が 困難 ある い は 不適 当 で ある 
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場合 も し ば し ば ある . た と えば , y* 十 /ー1 で 定め られ る ェ > の 関 
数 ヶ ヵ は ゥ キツ ユー” と な り , 一 般 に ヶ の 1 つの 値 に 対し ゅ の 2 
つの 値 が 対応 する . 

この よう に , 変数 > の 1 つの 値 に 対し て ヶ の 2 つ 以 上 の 値 が 対 
応 する 関数 の こと を 多 価 関数 [multi-valued function] と いい , 
これ に 反し て , の 1 つの 値 に 対し て つね に ヶ ? ヵ の 値 が 1 つ 対 応 す 
る 関数 を 1 価 関 数 [single-valued function] と いう . 

(関数 を 写像 と 同義 語 と し て 扱う 現代 化 数 学 教育 の 立場 に 固執 
すれ ば , 多 価 関 数 と いっ た 情感 豊か な 用 語 は 消去 され て し まう .) 


V. 媒介 変数 表示 
ある 区 間 7 で 定義 され た 関数 7 の, 9(/) を 用 いて 
5 かー が (0) 因 ニー Ko ① 
り た 6 ほっ 軸 蔽 実 上 有人 、 司 喜 の) 
と お く . も し も 了 ア が 逆 関 数 た "を も つ な ら ば , ① よ り 
7 王 ア "( ヶ ) 
タデ の アー“( 々 )) 
すなわち , 》 は ヶ の 関数 と な る . 


マーSin 7 Pe P 
7 (- 人 人 
は , 関数 ヵ ー ソ 1ー ァ ” (一 1 ミ ァ ミ 1) を 定め る . 
2"” が 逆 関数 を も た な いと き , 例え ば 
届い 
(0 ミ 7 ミ 2Z) 
ヶ 三 CoOS 7 
は , 通常 の 意味 で の 関数 を 定め な い . し か し これ は , 陰 関 数 表示 
?“ 十 の 三 1 と 等 価 な 表現 と 見 な すこ と が で きる . (eg A 7.5) 
3" ( げ ( の , 2 の) を 時 刻 : に お ける 動 点 の 座標 と 見 れ ば , ①, ⑨② は , 
その 点 が 描く 軌道 (軌跡 ) を 表現 し て いる . 


VM. 接 続 
2 つの 関数 7(), 2(>) の 定義 域 を x= ニ ゥ で 
つなが W で 5) 
プ ( 々 ) と ぐ の 
が の ヶ ) ア 且 の 
と いう 新しい 関数 を 作る こと が で きる . 


EAC2/ 9 三 g) 
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1] つぎ の よう な つなぎ 方 や ある. 
げ (z) み ぐ の 
ーー 


と ァ ー の 
9() ァ ン の 
2* 一 |z| は , 関数 
ゴ 喧 沈 く 0 
を MA ィ 且 0 
の 略記 法 で ある . 
AA 串 . 分 数 1 炊 関数 の ダグ ラフ 
I. 定 義 
の, の 。 c。 の を 定数 と し て 
AN 
し Cp ① 


の 形 の 関数 を 分 数 1 炊 関数 と いう . 


1* 分 数 1 次 関数 の を 考え る と き は , 
リー シン こり 6 こら 議 滞 lb 主 ② 
と いう 仮定 を する こと が よく ある . 
実際 。/ー0 の 場合 , たとえ ば, c キ 0, の ⑦ キ 0 と する と 


0 1ZE0 二 当 還 
(の 2/ 


そこ で , そ ー ク ー を と お く と 。 gc ヵ ー47 だ か ら 。 


3 _ gz 十 め ん (cz 圭 の ) 
ッ 一 バッ) cz 十 の cx 十 の を 


いい か えれ ば , 分 母 を 0 と する の 値 を 別 と し て 考え れ ば , 7() 
は 定数 関数 に な っ て し まい , つま ら な い 、. 
2" さら に c 三 0, の キ 0 な ら ば , ① は 
の ら 
ッ =⑦=( 人 s+( 
と 書け る か ら , 1 次 以下 の 関数 で ある . これ も つま ら な い . 


(た だ し , キー 且 ) 
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3” 上 の 事情 か ら , 以下 で は 
CEEU 呈 の の 6 ニ の の EE() 上 還 記 5 あ 00ec… ③ 
と いう 条件 の も と に , ① を 考察 する . 


時 


標準 形 へ の 変形 
上 の ① の 分 数 1 次 関数 を 次 の 手順 で 変形 する こと が で きる . 
すなわち , 
@ 十 の に 。 計時 1 半量 衝 
を で pe 
層 十 の | @w 十 9)g 十 6 
で 割 算 し て 商 と 余り g+ 
を 求め る と 右 の よう | ーー 
に な る 。 し Pf 回 シ ーー ニ リ 
1 六合 。 WMNESRPBBIN 0 
_ 9 の 
2 の 8 の 2 と 
0 の cz 十 
の の 6 の の 1 
6 の AE 
(の 
と 
0 - 
ん 三 c* oi ミズ ー ニ と * 0 ④ 
と お け ば , 
ヒー を まま まま 王 】 
ヶ ー ア ( 々 ) ニ 2 ⑤ 
2 の 
1* [ 個 ) ゥ = バー 二 の 場合 
1 Se 
03 る 
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皿 . 分 数 1 次 関数 の グラ フ 
分 数 1 次 関数 の うち で 。 も っ と も 簡単 な も の は , 反比例 を 表 


す 


こん を 
の ーー (を キ 0) 


で あり , その グラ フ は , 原点 を 中 心 と する 図 の よう な 直角 双 曲 
線 で ある . ヶ 軸 , ヶ 軸 が その 洒 近 線 に な る こと に 注意 する . 


呈 


6| 2 軸 P - 


4 7 


>0 の 場合 たく 0 の 場合 


この グラ フ を 平行 移動 する こと に よっ て , 一 般 の 分 数 1 次 
関数 の グラ フ が 得 ら れる . すなわち , 


ッ ー7(⑦) ニ ーー+ 8 (を キ 0) の グラ フ は , 


| 直角 双曲線 ッ ーー を (その 形 を 変え ず に ) 平行 移動 し て , 


その 中 心 が (2。 2) に くる よう に し た も の で ある . 


を 十 @ の グラ フ 
アメ プー の 〆 


サー 
ーー+g (# キ 0) の グラ フ は , 中 心 が (@ 6) の 直角 下 曲 線 


で あり , 座標 軸 に 平行 な 直線 x ヶ =c, ッ ?/2 が その 潤 近 線 と な っ 
て いる 。 


ニニ 
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Sr 9 の 
20 


2 ッ ー ア (>) 三 
の 用 ジ ンジ 
ーー ーー 1 還 
9 の 2 


と 変形 する . 9 : 
新 近 線 は >ー ニ 1 と =-2 ol 
で , グラ フ は 右 の よう に な る . 


94 


公証.4! 無理 関数 の グラ フ 


T . ニー の グラ フ と ヵ ーy? の グラ フ の 関係 
関係 y テ ニッ に お いて , 変数 
の 値 を さき に 定め る と 変数 > の 
値 が それ に 応じ て 定まる . そこ 
で 自 変数 ヶ を 横 軸 , 従属 変数 > 
を 縦 還 に と っ て 図示 すれ ば , 右 
図 の よう に な る . 
この 図 で は , 軸 の 取り 方 が ふ 
つう と は 異な っ て いる が , グラ 0 
フ の 形 自体 は , 横 軸 を > 軸 , 縦 軸 
を 2 軸 に と っ た と き の ーッ ァ "* 
の グラ フ で ある 放物線 と 同じ で 
ある . 
すなわち , ふつ う の よ うに , 横 
軸 を > 軸 , 縦 軸 を ヶ 軸 に と れ ば , 
ァ デ テッ” の グラ フ は 右 下 図 の よう 
に , “ 横 に ね た 放物線 "と な る . 


c1 


は W 
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ふつ う の よ うに , 横 軸 を 軸 , 縦 軸 
を ヶ 軸 と し て =ーx ァ ” の グラ フ と と 
デー" の グラ フ を 同時 に 図示 し た の が , 
左 の 図 で ある . 両者 は 全く 同じ 形 の 
放物線 で あり , 直線 ゥ = ァ に 関し て 
対称 で ある . 

同様 に , 2 を 0 で な い 定 数 と する と 
き , gz デー” の グラ フ は ,。 放物線 


gy 三 y?。 すなわち , 放物線 ッ ーー 


を ,。 直線 ?= ニ ァ に 関し て 対称 移動 し 
た も の で ある 。. 


TH. yg の グラ フ 
Z は 0 で な い 定 数 と し て , 関数 ヵ ニ 2Zx の グラ フ を 考察 し 


測 2。 
の ① 
は 。 両辺 を 2 乗 す る と 
0 ② 


と な る が , 本 来 ? ニ zz=0 で ある . いい か えれ ば ぱ , 
9 ヶ 三 YZz と いう 関係 は 
7* 三 2 か つ 7 ヵ 誠 0 
と 同値 で も ある. よっ て , 関数 や の グラ フ は 
関数 ② の グラ フ , すなわち 放物線 /〆 王 Zz の 上 半分 で ある . 


が 0 で な い 定 数 の と き , 無理 関数 | 
ター ア ( ヶ ) ニ YZZ 
の グラ フ は 。 放物線 
ッ ーッ ” を 直線 ー ァ に 関し て 対称 に 移し た 放物線 の 
ヶ 科 0 の 部 分 ( 半 放 物 線 ) で ある . | 


gー ニ yo の グラ フ 
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則 ッ ー マ ー ァ で ァ テ デー” か つ 2 ヶ =0 
よっ で 2 三 ソ ーッ の グラ フン は 。 


右 図 の 実線 と な る . 
点線 は y ニ ーー ァ > の グラ フ で 
ある . 


皿 . ッ ー/g* 十 5 の グラ フ 
ッ ー マ 2 の グラ フ を , z 軸 の 方 向 に ヵ ヶ 軸 の 方 向 に 2 だ け 
平行 移動 し た 曲線 は 
ターY の ァ ー が 十 の 
の グラ フ で ある . この こと か ら , 特に ヵ ーー つ 20 と し 


て ,。 2 テ YZ 十 p の グラ フ が 描く こと が で きる 。. 


ターY2 十 5 の グラ フ 9 4 


2zT5= 2z+5) 


と 変形 され る か ら , その グラ フ 
は , 2 ヶ 王 Y2z の グラ フ を y 軸 の 


方 向 に 一 だ け 移 動 し た も の 


で ある . 


2 


I. 片側 極限 
が 2 に 近づく に つれ , 7(z) が ある 数 2 に 近づく とき, 
lim >) ニ ゥ 
と 書い た が , 後 の 便宜 の た め に , 次 の よう な 片側 極限 の 概念 を 
定義 し て お く . 
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[定義 | > が zZ よ り 大 きい 値 を と りな が ら g に 限り な く 近 
づく に つれ て , 7 パ ( 々 ) が 定数 々 に 限り な く 近 づく とき, 
』 地 (の ー 
と 書き , ゥ の こと を 7(y) の テーZ に お ける 右側 極限 値 
2 
同様 に . が Z よ り 小 さい 値 を と りな が ら Z に 限り な 
く 近 づく に つれ て , 7(>) が 定数 # に 限り な く 近 づく と き , 
im z) 三 / 


と 書き , を 7(y) の xy テ ?2 に お ける 左側 極限 値 と い 
| 2 記 
w 


片側 極限 


。 (みす 2 (z>2) se 
1 関数 の ーー の) (の の 電 


1im 7( 々 ) 三 4。 lim 7( 々 ) ニ ー4 
2" lim 7(z) テ co。 lim 7(z) ニ co。 1im げ () テ ニーeo, 
エー の +0 コリ マー6g+0 


im y)= ーoo の 意味 も 同様 に 定義 され る . 


lim 1 デ co。 Hm 


=1+0 ダー1 zi-0 タ マー]1 


3* テー0 に お ける 上 側 極限 値 は , lim /(<)。 lim /(z) と 書く 


4” た と えば 右側 極限 値 1im 7(z) は , >) が > ミ 2 て 定義 され 
て いな い 場 合 に も 考察 の 対象 と な る . (左側 極限 値 も 同様 ) 


IL. 極限 と 片側 極限 
[定理 ] lim7(z) が 存在 する た め の 必要 十分 条件 は , 
im >), Hm 々 ) が と も に 存在 し て 一 致す る こと で 


ある 。 また , その と き 
5 


片側 極限 と 極限 値 と の 関係 
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1” この 定理 は , 直観 的 に は ,「 右 か ら 来 て も 左 か ら 来 て も 同じ 値 
に 近づく な ら ば , どん な 近づき 方 を し て も に 近づく 」 と し て 納 
得する こと が で きる . 

し か し 厳密 な 証明 を する に は , 極限 の 概念 の 精密 な 定義 (高校 
の 範囲 外 ) が 必要 に な る . 


玉 . 極限 値 の 演算 
数 列 の 極限 と 同様 に , 次 の 定理 が 成立 する . 


[定理 ] limz),。 lim 9(Z) が 存在 する と き , 
lim (g(y) 十 9( 々 )) Him 7( ヵ ) 十 の Him の Z) 
| lim (7( 々 ) 9(z)) 王 him >) lim の (>) 
さら に lim の ) キ 0 な ら ば 


We。 遇 7 2 


2 の z) jim の K 々 ) 


極限 値 の 演算 


IY. 極限 値 の 比較 


[定理 ] x=2 の 近く で 7(z) ミ g(z) が 成り 立つ 
(z テ 。 で は 成り 立た なく て も よい ) と き , ミ の 保存 


lim ア ( 々 ), lim の バァ ) が 存在 すれ ば 


lim >) 人 ミ Hm 9( 々 ) 


ld lm 7), lim の (>) が 存在 する とき, ヶ > テ 6 の 近く で, 
ア (z) く の 々 ) 
が 成り 立つ か ら と いっ て 。 lim(z) く lim の ( 々 ) が 成り 立つ と は 限 
ら な い . この 事態 は , A 1.5 I (p.7) で 述べ た 数 列 の 場合 と 同様 で 
ある . 
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V . は さ み 打 ち 


| [定理 ] ァ ーZ の 近く で (> ニ c を 除外 し て も | は さ み 打ち 
よい ) 
g ァ ) ミ 7( ァ ) ミ 放 ァ ) | 
が 成り 立ち , | 
lim の ( ァ ) 王 Iim (>) 三 g 


な ら ば , Hm7(>) も 存在 し て , Im 7(z) ニ ge 


で ある . 


VI. 三角 関数 と 極限 
次 の 極限 値 は , 三角 関数 の 導 関 数 を 求め る と き に 使わ れる . 

記 還 CO2O 記 

[定理 ] 1 
1” この よう に , 極限 値 が 1 と いう 単純 な 数 に な っ た の は , 弧 度 法 

を 用 いた か ら で あ る 。. 
2* 高校 レベ ル で これ を 示す に は , 図形 的 直観 に 頼る が , 詳し く は 

教科 書 参照 . 


WI. 自然 対数 の 底 e 
A 2.1IV で 予告 し た 自然 対数 の 底 e の 正確 な 定義 を 掲げ る . 
Ws INS e の 定義 
[定義 ] elm(1+ 証 ) 
1” 上 の 極限 値 が 存在 する こと の 証明 は , 高校 の レベ ル を 超え る 深 
い 知 識 を 必要 と する . (mg A6.4 II) し か し , コン ピュ ー タ で 
数 値 計算 し て みる と , 下 の よ うに , 極限 値 が 存在 する こと が 予想 


で きる 。. 
る te 
1 2 
の 40992= ーー 


10 | 2.59374246……… 
100 | 2.70481382…… 
1000 | 2.71814592……… 
| 100000 | 271828046…… 
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上 の e の 定義 の 言い か え に 近 い が , 次 の 極限 値 は , 指数 関 
数 , 対数 関数 の 導 関 数 を 求め る と き に 用 いら れる . 


史 理 ] 」m (1+ テ リー | 
| 
| 


jim (1 十 の テーe 
っ 0 


I. 連続 
関数 ヵ ーf(z) の グラ フ が 途切れ ず に つなが っ て いる と き 。, 
7(z) は 連続 で ある と いう . より 正確 に は , 


[定義 | 関数 7(z) が ァ =Z \ ァ ー ム で 連続 で も る と は 連続 性 
lim パ ァ ) 三 旭 の 
が 成立 する と と で ある 。。 と で ある 。 


[定義 | 関数 >) が 開 区 間 7 間 7 の 各 点 で 連続 で あ 開 区 間 で 
る と き , 7(z) は 7 で 連続 で ある と いう . の 連続 性 
[定義 ] 関数 7(zx) が | 開 区 間 で 
(i) 開 区 間 2 く * く < くめ で 連続 で ある . の 連続 性 
⑪ im z) 三 九 の ) が 成立 する . 
ii im 7( ヵ ) 三 め の が 成立 する . 
を 満た す と き , 7 パ y) は 閉 区 間 2 ミ ァ ミ 2 で 連続 
で あの 5 と いう 、 


区 間 7 を 定義 域 と する 関数 7z) が 7 で 連続 で ある と き , 
7() は 連続 関数 で ある と いう . 
1? z 次 関数 。 sin, logz は 連続 関数 で ある . 
IT. 連続 関数 の 四則 と 合成 

つぎ の 定理 は 高校 レア ベル で は 自明 の こと と し て 用 いら れる . 
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[定理 ] 関数 7(z), 9(z) が 連続 で も ある と き , | 連続 関数 
線形 結合 /(>) 二 89(>), 積 7(z)9(), の 四則 と 
どー コ 
合成 


| 商 の ) 。 合成 関数 の げ ( 々 )) 
| は , それ ら が 定義 され る 各 点 で 連続 で ある . 


臣 . 連続 関数 の 逆 関数 


つぎ の 定理 も , 直観 的 に は 明らか だ が , 厳密 な 証明 を する に 
は , 高校 レベ ル を 超え る 知識 が 必要 で ある 。 


| [定理 | ある 区 間 7 で 定義 され た 連続 関数 ヶ テ 連続 関数 
| プ (>) が 逆 関数 を も つ な ら , 逆 関数 も 連続 で の 逆 関数 


ある . 


1 陰 関 数 表示 や パラ メー タ 表 示 に よっ て 定義 され た 関数 の 連続 性 
を 保証 する 定理 も ある が , ここ で は 触れ な い . 


IV. 連続 関数 の 接続 
接続 に よっ て 定義 され た 関数 .、 た と えば 


7( 々 <) の < の 
Az) ニ 1 c アー の 
の 々 ) ァ ン の 


の ヶ ー2 に お ける 連続 性 は , 一 般 に 保証 され な い . この 関数 
の 連続 性 の 判定 に は , A 2.5 II の 定理 を 用 いる . すなわち 
/(z) は ヶ テ 6 で 連続 
“mg ぐー』m。④=c 


1? [ 例 ] | ヶ | は >= テ 0 で 連続 で ある . 


V. 厳密 な 証明 は 難し い が , 次 の 定理 が 成立 する . 


[定理 ] 区 間 2 ミ ァ > ミ で (>) は 連続 で , 中 間 値 の 
アプ (2⑦< く 7(》) と する . (2) く c く 7(5) な る 定理 


任意 の c に 対し 。 次 の よう な > が 少く と も 
1 つ 存 在 する . 
げ (>) 三 c。 2 くく の 
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I. 導 関 数 の 定義 
つぎ の 知 限 値 


7 三 lim 


が 存在 する と き , 7(y) は 点 x ニ 6 で 微分 可能 で ある と いう . 
また , / を 7(>) の テーZ に お ける 微分 係数 と いい , (2) で 表 
旨 忌 

関数 (z) を げ (z) の 導 関 数 と いう . 導 関 数 の 定義 域 は , 
7() が 微分 可能 な 点 全体 で ある . 

ヶ デ (>) の 導 関 数 を 表す 記号 と し て は , (>) の ほか に 

の 導 , の ) を の の 6 う 

な ども 用 いら れる . 

ある 開 区 間 7 の すべ て の 点 に お いて 7(y) が 微分 可能 で ある 
と き , (>) は 7 で 微分 可能 で ある と いう . 
昌 7 三 0, 上 23 な に 対し , アプ (>)ー ァ 7 は 微分 可能 で 


(z⑦ 三 zz7 


7( 々 ) 7 の _ 」 7(Z+ め の 
ァ ー の ん ー0 の 


II. 基本 的 な 関数 の 導 関 数 

[定理 ] ⑪) 6GOS | 
| 
| 


(i (cosz)' テ ーsin 


⑱ (oglzy= ニ (> キ 0) | 
0 (29ーe" | 


1" (⑪) 介 から , siny, logr,。e" の グラ フ の ヶ ー1 に お ける 接線 
の 傾き は 1 で ある こと が 分 か る . 
2" 証明 :(i) 見 や すく する た め に ん 一 29 と お く と , 
sin(x 十 の 一 sinz sin((z 寺 の 十 の sin((z 寺 の 一 の 
ヵ 2 の 


と の 


=2costs エ の sg Sb の: 


の 


ヵ ヶ つ 0 の と き の つつ 0 で ある か ら 。 
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Sin の まな 
の 


jim sim(y キ が ーsim limcos(* 十 の ・Im 
ヵ -0 7 @-0 9-0 
⑬⑪) ⑪) と 同様 

仙 見 や すく する た め に ん / 王 z7 と お く と , 


loglz 圭 叫 -loglzl_1 | 
の 日 計時 防 


ll 上 
= テ log1 二 引 


ヵ つ 0 の と き 7 つっ 0 で あり ,。 1 二 / ほ 一 (1 の を つっ e 
ゆえ に 。, 


jim 
ヵ ー0 


loglz 十 | 一 loglz| 
ん 


ここ と で 7 王 @ の の ー1 と お く と , か >0 の と き と たっ >0 で あり 
ヵ 王 log(1 十 ) で ある か ら , 


ーー 
ヵ -0 ん を 0 。 log(1 十 の 
と 洛 1 
二 昌 
“0 jog(1+ の 5 
co も 1 ーー トコ 
ーー の ーー バン 
]og e 


臣 . 連続 往 と 微分 可能 性 
次 の 定理 は , 種々 の 微分 法則 を 導く の に 用 いら れる . 


| [定理 ア (z) が ァ テ Z で 微分 可能 な ら ば, 衣 財 微分 可能 
は y テ Z で 連続 で ある . な ら 連 続 
すなわち , 微分 可能 な 関数 は 連続 関数 で ある . 


1" 証明 :7 の の = な ー の の ウー の (の 


im(7⑦ー7( の )=Hm(>ー の im 9 の 6./( の =0 
lm アプ (z) ニ の. 
2” 定理 の 逆 は 成立 し な い . mo 可 A2.8 V 
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A 中 徴 分 法則 」 


0 


A 2.2 の 関数 の 構成 法 の それ ぞ れ に 対応 する 微分 の 法則 が あ 


2 
IT. 四則 と 微分 


[定理 ] 7( 々 ), g(>) が 微分 可能 の と き , 線形 結合 。 | 四則 
積 。 商 は , それ ら が 定義 され る 点 で 微分 可能 で 。 と 
次 式 が 成立 する . 微分 

(1) ((?) 十 9(Z))ー( く )† 89( 々 ) 
⑪ (7(?)9(z))/ー ア (<)9(z) 十 7( ァ ) の ( 々 ) 


| / 7 の )_ 7 の % の )-/<e(⑦) 
| 


Se (sinr)'cosー Simy(cos >/ 


1 (an)=(- 計 を 


COS COS“ ァ 
coS*z 十 sin** 1 
COS“ COS“ ァ 


2” 全 の 証明 
22 三 (の ) 引 の 二 の の )) ゅ ーー と お く .。 また , ヶ の 増分 2z に 対す 


る ヶ の 増分 を 2, zz。 2 の 増分 を 2, ブッ と お く . すなわち , 
ガニ げ (> 十 ァ ) 一 7(z)。/(z 填 ァ z) 三 z 十 2 
グゥ =g9( ァ 十 ァ ) 一 9()。 9(z 十 2 ァ ) デ ッ 寺 2z 

と すれ ば , 

(の 乾 22) 7(Z) _ みみ ド 2 7 ペッ 62 


2 の ァ 十 プイ ァ )  g の (z) 2 填 2 の (2 十 4g)p 
2 2p 
グル の グ ァ 


グ ァ の (2 十 プ の ) 
と とこ で 。2 ァ 一 0 な らし め る と ,。 ヵ の 連続 性 に より (A2.7 ) 
0 で ある こと に 注意 し て 
gw 。 の 
みみ 補 
の の * 
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IL. 合成 と 微分 


[定理 ] ゥ =/(z)。 z 三 の (z) が それ ぞ れ z。 yz の 
微分 可能 な 関数 で ある と き , 合成 関数 
タデ (の (y)) に つい て 

79⑦)= ア (の 7(<)= ア (9( く )7(⑦ 
が 成立 する . 視覚 的 に 書け ば , 


の 9 _ の の z 
00 引 224 に 2 の 


| 合成 関数 
の 微分 法 


1" 特に 9(z) ニ 2z 十 5 と する と ,。 の (>) テニ Z だ か ら , 


地 の (ez+ の )= の (o+ の 


2 (2) ニ e"。 9(z) 三 巡 と する と 


の ー を 79G) 
6 た 
三 ル と と 2 


さら に ん テ log2 と する と 
(Z の テー(e)ー ん e 生 (og の の " 
3” 定理 の 証明 : 

ァ の 増分 > に 対す る z テ 9(z) の 増分 を zz と し , 
ッ ー ア (9( 々 )) の 増分 を 》 と する . 4 は また , ニテ 7(Z) に お ける 
z の 増分 zz に 対す る ヶ の 増分 と 考え る こと も で きる . 

z 三 の >) は 連続 だ か ら 。 2z 一 0 の と き 4 一 0 と な る こと に 
注意 し て 

2 _2z 2z 


ノイ ァ グ z グ z 
と 書き 直し , ァ 一 0 の 極限 を 考察 する と 


の 2220 二 び 2/ 
の 8 友 92 2 の 


が 得 ら れる . 


正 . 
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逆 関数 と 微分 
逆 関数 の 微分 可能 性 に は デリ ケー ト な 問題 が ある が , A 2.6 


の 吊 に 述べ た 定理 を 用 いる と , つぎ の こと が 分 る . 


1* 


の 9 


[定理 ] 関数 ヵ ニ /(z) が 逆 関 数 =9( ヶ ) を も | 逆 関数 の 


ち , 9 が 微分 可能 な ら ば , 微分 法 
() の び (z)) キ 0 な る ヶ に 対し て (Z) が 存 


在 し 


証明 : ゥ ニー7(>) に お いて 変数 > の 増分 ァ に 対す る 関数 値 
の 増分 を プ /〉 と すれ ば , これ は , ァ テ 9(》) に お いて 変数 ヵ の 増分 
を 4/ と し た と き の 関 数 値 ヶ の 増分 が ファ で ある こと を 意味 し て 
いる . 

9 は 微分 可能 だ か ら 連 続 で あり , A 2.6I ル に より も 連続 で あ 
る こと に 注意 する . さて , 


USEINNNN IN の 


に お いて ,。 ァ z 一 0 な らし め れ ば , ヶ テ /() は 連続 で ある か ら , 
4 一 0 と な る . そし て , 

還 放 /2N 7 に /42N (人 

呈 ( 学 た 全 プ の j( 却 - 錠 この 
で ある か ら , ① よ り 

アプ (z) の (2) ニ 1, すなわち ーーーー テ 1 

を 得る . 
[ 例 ] y 王 logz の 逆 関数 テニ e* は 微分 可能 で 


の 
// 


と 


2 の 3$2 関数 と その 微分 


IV. 媒介 変数 表示 と 微分 
ある 区 間 7 で 定義 され た 微分 可能 な 関数 7( の , (の を 用 い 
id 
ァ デ テア (の , 2? 王 の 
SO<9 
も し , ア の 逆 関 数 -* が 存在 し が (の り キ 0 な ら ば , | は 微分 
可能 と な り 
90 LU 
5 we が ( の 
が 成り 立つ 。 そ と こと で, ヵ ? テ 9 び 7~( ァ z)) と 見 て , > で 微分 する と , 
みみ の の (0⑫⑰ 
27 ポ 27 22 が 0⑦ の 
が 成立 する . すなわち , 


[定理 ] x, > が それ ぞ れ , の 微分 可能 な 関 媒介 変数 表 
数 で 示 の 微分 


@ の 7 和 
1 議 
の 0 な ら ば 


ァ ー が だ 十 7,。 どー と する と 。, 
の /.。 3 デー27 


00720 (em 
この 結果 の 式 を ヶ の み で 表す の は 困難 で ある . それ は ふつ う の 
知識 で は で き な い し , また , で きた と し て も 得策 で な い . 
し か し , た と えば , 7ー1 に 対応 する =2, 2 三 0 の と き の 微 
分 係数 の 値 は , 


| 隊 に 
の 7 」>=2. ヶ =0 の Z」z=1 3 士 1 4 
の よう に 求め られ る 。. 
これ は 。 媒介 変数 表示 され た 曲線 > ニア 十 も y 三 ぴー ア 上 の 


/ 一 1 に 対応 する 点 (2⑫。 0) で の 接線 の 傾き が 二 で ある こと を 示し 


て いる 。. 
2* より 深い 知識 を 用 いる と , () キ 0 な る ヵ る の 近く に 限る と , 
ァ ー ア (/) は 逆 関 数 を も つこ と を 一 般 的 に 示す こと が で きる 。. 
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V. 接続 と 微分 
微分 可能 な 関数 >), (>) の 接続 に より 定義 され た 関数 , 
た と えば 


げ (>) ァ ぐ の 
娘々) 三 1 c の の 
と ) ァ ッ > の 


の 接続 点 に お ける 微分 可能 性 は , 一 般 に 保証 され な い . その 判 
定 に は , A 2.5 II の 定理 を 用 いる . すなわち 
(yz) は ァ テ 2 で 微分 可能 で ある 
上 
jim 56 


マ っ cg 二 0 アー の 


が 存在 し て 一 致す る 


そし て , 一 致し た 極限 値 が im トー の ) ヶ () で ある 。 
2 ァ ーー・ 且 0 
7⑦=] (5C5Oe: ァ ミ 0 


は ァ ー0 で 連続 で ある が , ァ ニ 1G0 人 USRNSK 
ーー iM 


Hm 三 lim 三 Him 2 三 2 
マー キ 0 マー+0 。 ツ マー+0 ツ マー+0 
jm 49-40_ 6 パタ ) _ ーIm ーー Hm 0 テ 0 


すなわち 。 0 に お いて を 0 に 近づけ る と き 。,。 右 


側 極限 値 と 左側 極限 値 と が 一 致し な い . よっ て , = テ 0 で 7( ヶ ) 
は 微分 不可 能 で ある . 
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IT. 合成 関数 の 微分 法 の 応用 と し て , つぎ の よう な 計算 を する 
語 2 の 46 7 (は 
ァ デ ーー0 sisisis ① 
に よっ て と ヶ の 関数 ヶ が 与え られ た と し よう . 
① の 左辺 に お いて 。 が " を の 関数 と みな し , 合成 関数 の 微 
分 法 を 適用 すれ ば 
ダー ラッ 3 - 学 = 32 2 。 当 GO ② 
で ある . ② を 考慮 し な が ら , ① の 両辺 を > で 微分 する と 


(の ーー を が ー2 ァ 3 の 2 


し 4 ーー ダグ ュー 
 ( ざ ゆ の 右辺 )= 計り =0 


の ae 9 キ 0 な ら 学 = 閉 コッ (で 


さら に ,① よ り = ダー ァ $。 これ を ③ に 代入 すれ ば 


の 2 2 2 た 由 
三 - 三 ーー ニニ asss se 
法 ” 308P' 9 Sa 3 3 ( ヶ キ 0) ④ 
が 得 ら れる . 
一 般 に , 上 の よう な 計算 法 を 陰 関 数 の 微分 法 と よぶ . 


ル . 次 に ai7 バ ーー ツリ 7/ 証 証 議 語 記 mn 2eeeetc ① 
で 定め られ る rr の 関数 〉 の 導 関 数 を 求め て みよ う . ① の 両辺 


の の 2 。 の 20=00 。 
3z* 十 3 ヶ *・ の 3 ー29 十 2Z・ 計 ああ 2 ② 


⑨② の 右辺 は *, ? ヶ の 両方 を 含ん で いる . これ を のみ で 表す 
に は , ① を ヶ に つい て 解い て ② に 代入 し な けれ ば な ら な い が , 
それ は ふつ う の 知 識 で は で き な い し , また , で きた と し て も 得 
策 で な い . 

し か し , ① を みた す (z, ヶ ) の 組 , た と えば ァ テ 1, ヶ デ 1 が 
与 を られ た と き , そこ で の 微分 係数 の 値 は , ② よ り 
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7/ 2 一 3 
| 衝 | ==ー 3 ⑧③ 
の よう に 求め られ る . これ は , 曲線 ① 上 の 点 P(1, 1) で の 接線 
の 傾き が 一 | で ある こと を 示し て いる . 
皿 . 対数 微分 法 
陰 関 数 の 微分 法 の 応用 と し て , 対数 微分 法 を 説明 し よう . 
ッ ー ア () PEPPY ① 
の 導 関 数 を 求め る た め に , まず 両辺 の 対数 を 取り 
log ? 王 加 ァ ), た だ し の ヶ )= テ log7(z) 。 …… ② 
と する 。 両辺 を > で 微分 し て , 
ラー の (z) … ア (⑦)= 学 =w(⑦=7(Z) の (<) …… ⑨ 
この よう な 計算 法 は 対数 微分 法 と よ ば れ , の (>) が 計算 し 
や すい と き に 有効 で ある . 
6 ッ ー ィ "(>>0) の 導 関 数 を 求め る . 
log ッ ー ァ log と 8 を jogz+z- 二 ーlogz+1 


の 9(logz 十 1) ニ ァ "(1og ァ 十 1) 


| [定理 ] 任意 の 実数 の 定数 @ に 対し 
ーッ *ーgz ( ァ >0) の 導 関 数 


ター ディ …… ① の 両辺 の 対数 を と り ,。1log gy テ glog* …… ②) 
才 (eogy= を 用 いて , ② の 両辺 を > で 微分 する と, 


22 3$2 関数 と その 微 分 


公選 .1Q 高 次 導 関数 


た と えば , 関数 /(z) ニ ァ * の 導 関 数 (>) 三 4? は ヶ の 関数 で 
あり , それ を も う 一 度 微分 すれ ば ( げ ())' 王 12xzZ と な る . この 
貞 2M(e 


[定義 ] 関数 = ニ (z) の 導 関 数 げ (Z) の 導 関 数 第 2 次 

(を fz) の 第 2 次 導 関 数 と いい , 導 関 数 
ケ の 4 の *Z の < 

の ぅ の (2 の”? 壇 Z⑦) 


な どの 記号 で 表す .。 


19[ 例 加 7(Z) 詞 2 條 な ら ば 70 の 三 12z24 で ある る れ を 
(z9/ 三 12z? の よう に 書く こと が 多い . 


[定義 | ゥ =7(z) を * で z 回 微分 し て 得 ら れる 関 第 ヵ 次 
数 を = ニ パ x) の 第 ヵ 次 導 関 数 と いい , 導 関 数 
の "/ 


(Z) (Z) 2 
の 8 の (50) の 27( ァ ) 
な どの 記号 で 表す 。 


(>) ニ ァ " (2 キ 自 然 数 。 ヶ >0) の と き は 
ア (?)= テ gz で アプ (Z) テ eg(g 一 1)z 7 る 


7 の (?) ニ e(Z 一 1) ……… (Ca 
指数 関数 7 パ ァ )e" の と き は 
06074(2) ーッ 42) 記 92 


ーー ツウ お 2 ニー 


の 】 


ーー 
力 の た し 算 


いく つか の 力 を な ぜ た し あわ せる こと が で きる の で し ょ う . 
そもそも 力 を た す と いう こと は どう いう こと な の で し ょ う .。 
力 の 加法 が ベク トル の 加法 と まっ た く 同 じ だ と いっ て も 答え 
に は な り ま せん . 

3 人 の お 母さん が デパ ー ト の バー ゲン 会 場 で 一 つの セー タ 
ー を 引っ 張り あっ て いま す が ど うに も 勝負 が つき そう も あり 
ませ ん これ は 3 つの 力 が つり あっ て いる , 言い か える と 3 
つの 力 の 和 が 0 だ か ら で す . これ を 力 の た し 算 の 意味 で 

A 二 B 十 C テ 0 
と 書き まし ょ う . また 2 つの 力 C。D が つり あっ て いる な ら 
C+D テ 0 
と いう こと に な り ま す . これ ら の つり あい 条件 か ら 我 々 は 次 
の よう な 結論 


A+B=D 
を 引き 出せ る で し ょ う . すなわち 「 二 つの 力 A, B が 同時 に 
作用 し た と き に 起き る こと は 一 つの 力 D が 作用 し た 結果 と 同 
じ で ある 」 と . これ が 力 の 足し 算 で す . そし て A。 B に 対し 
て D が どの よう に 定まる か は 一 つの 自然 法 昌 で あり 実験 以外 
に それ を 知る 手だて は あり ませ ん . 

「 3 人 寄れ ば 文殊 の 知恵 」 と いい ます し 「 船 頭 多 くし て 有 舟 
山 に 上 る 」 と も いい ます か ら 人 間 の 力 の 足し 算 は 単純 で は あ 
り ま せん . それ で は 自然 の 力 の 足し 算 は どう な の で し ょ う . 
これ は バネ 衝 が 3 つ あ れ ば で きる 簡単 な 実験 で すか ら 一 度 や 
っ て みて くだ さい . その 結果 あな た は 数 学 で 学ん だ ベク トル 
の 加法 に ぴっ た り 一 致す る 自然 の ふる まい を 見 出す で し ょ う . 
これ は よく 考え て みる と 不思議 な こと で すね . 


| 学 二 モニ ーー テキ ーー 
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Q) 関数 一 学 の グラ フ を 描け . 


2 の =ES 


(2) ①⑪) を 利用 し て 不等式 ッ +1 3 を 解け . 


[アプ ロー チッ 全 二 4 (= キ 0) は , 右 の よう な ! 2 
230c 尺 S ア 
ョ [ 全 / と の 」 の ー 婦  」 示 和 セ ー | ZZ 十 5) 巡 の 。  ! 
計算 に より トー ント s) と 変形 で きま す . 0 
FE A 2.3II 0 
_ 婦 
5 
の 2 2(25 り IN 
(1) ぁ ァ 十 1 。 ァ 十 1 本 5 ① 


の グラ フ は , ターー の グラ フ を ヶ ,。 ヶ 軸 方 向 に そ 


れ ぞ れ 一 1, 2 だ け 平 行 移 動 し た も の で ある の で 
右 図 の 太線 部 の よう な 双曲線 に な る . 


( 2 ) 与え られ た 不等式 の 解 は , 
直線 2? デモ * キ 8 tt ② 
が 双曲線 や の 上 方 に ある (下方 に な い ) よう な ヶ 
の 範囲 で ある . 
①, ② の 交点 の 座標 は , 
の 


EPS ァ 十 3 か ら 
2* 十 3 ニ ( ァ 十 3)( 十 1) 
ァ “ 十 2 ァ ー0 … 。 ァ ( ァ 十 2) テ 0 2 の 三 0 まだ は 三 2 
よっ て , (1) の グラ フ か ら 求 め る 解 は , 

ァ デ テー1 も 限界 に 共 ー ク 2 至 ァ ズー] まだ は 』z 科 0 
な る こと に 注意 . と な る . 
= B AB=0 ーー 
7 一 般 に , A, B 中 ー テ 0 を N つ . 
[ 注 ] 一 般 を 実数 と する と き , 本 が 成り 立 
し た が っ て , 本 問 の 不等式 は 。+3 一 全う > キュ 0 ょ り , 


z(z 填 1)(z 填 2) ミ 0 か つ キー1 と 同値 変形 で きる . 


$2 B 篇 (演習 問題) 2 の 


B. 0 ら 
2205 ド の メラ 適当 に 平行 
関数 の ① の グラ フ を 適当 に 平行 移動 し た ら , 
関数 yー そ エ 6 ES ② の グラ フ が 得 ら れ た と いう . 


(1) 実数 z。 ヵ の 満た す 条 件 を 求め よ . 
(2) この 条件 を 満た す 点 (2。 の ) が 描く 図形 を 求め 22 平面 上 に 図示 せよ . 


[ 宛 プ ロー チ > ①, ② の グラ フ は , それ ぞ れ どん な 関数 の グラ フ を 平行 移動 し た も の で し ょ 


うか . 

稀 z 十 4 @ 一 の の sss 
61 う = ァ 十 6 記 ァ オ の ① 

ug ヵ ー3 まま まま 
9ー ァ +3 z+3 ら 

と な る か ら , ①, の グラ フ は , それ ぞ れ , 

yy 三 g 一 の に COCCO ① 
zz 王 60-9 (の 4 


を 平行 移動 し た も の で ある . し た が っ て 両者 が 平行 移動 に よっ て 重 
な る た め に は ,① と ⑨' が 一 致し て いる こと , すなわち 

g 一 4〉 三 pー3 

go の 一 g 十 5 一 3 三 0 
が 成り 立つ こと が 必要 十分 で ある . 


( 2 ) 上 で 得 た 結果 は 


(2 十 1)6= テ 2 十 3 
人 2 
g 十 1 g 十 1 


と 変形 され る . ゆえ に , 求め る 
図形 は , 右 図 の 双曲線 で ある . 


Z98 3$2 関数 と その 敏 分 


B. 083 
関数 ? ニ 2Z 十 4 の グラ フ を , その 逆 関数 を 利用 し て 描け また , この グラ 


フ を 用 いて , 不等式 /2z 十 4 く 2 一 > を 解け . 
ERRSNORMKORRDR2ROOIRRSNEOISKGCEESRSPNSESAOH2226OORNSSRGSRNS2REBSNDBEESKERRCSR5EERRSSKCGRSOOSRSSKESDGRXORNSREPOBORS232M20RT 


[| ア ブロー チ フ “2 ヵ ニ ソ 2z 十 4 一 つ の グー2 ァ 十 4" …… (*) と いう 関係 が 成立 する が その 逆 
は 成立 し な いか ら , 2 三 2 ァ 十 4 …… ① の グラ フ は , =2Z 十 4 …… ② の グラ フ の 一 
部 で す . 


(の に お いて ,。 > と ヶ を 交換 する と , >* 王 2y 十 4 すなわち ッ ー タ アー2 と いう 2 次 関数 が 
出 て きま す 。 


ター デマ 2 ァ 十 4 …… ① は , 連立 条件 
7ー2 ァ 十 4 OO ② 
es 《) 

と 同値 で ある . ここ で ,。 > と? を 交換 する と 


ak 1 ッ ー テ マー2 PPPDCLO ④ 
0 時 


と いう 2 次 関数 が 得 ら れる . 
ジ ① の グラ フ は ,② か つの グラ フ と 同一 で ,。② か 
ー /zz++ つゆ の グラ フ と ④ か つの グラ フ は , 直線 ? ニ ァ 
に 関し て 対称 で ある の で , ① の グラ フ は , 左 図 の 実 
線 で 示さ れる . 
不等式 /2z 十 4 く 2 一 > の 解 は , zz 平面 上 で 
曲線 ッ ニ Y2z 十 4 が 直線 ヵ ー2 一 > の 下 側 に 
ある よう な y の 値 の 範囲 で ある . 
し た が っ て , 求め る 解 は , 
9ー ァ の 2_ 2 ー2 ミ ァ マ 0 
を みた す 実 数 全体 で ある . 
[ 注 ] 無理 不等式 は , グラ フ を 描か な く と も 両辺 を 平方 し て 根 号 を は ず す こと に より 解く 
こと も で きる . た だ し , その 場合 は , 符号 に 注意 が 必要 で ある . 不等式 の 両辺 の 符号 を 無視 
し て , 72 ァ 十 4 く 2 一 の 両辺 を 平方 する と , 
2 ヶ 十 4 く (2 一 ヶ )* マデ ー6 ァ >0 
ァ く 0 また は ァ >6 
と いう , まっ た く 意 味 の な い 「 解 」 が 出 て き て し まう . 
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B. ら 04 
2a) * 
関数 ( ァ ) 王 デー う が ある . 
066 め mm ャ ーー ーー Geo (*) 
が , (*) の 両辺 が 意味 を も つよ うな すべ て の > の 実数 値 に 対し て 成り 立つ と ぃ 


う . 7(y) の 逆 関数 げ -!(z) を 求め よ . 
g ア 十 5 
ェ 2 の ァ に (>) を 代入 し た も の で す . 


フロー チ > 7 プ ⑦) と は , バァ )= 議 


(>) 十 5 
科せ) 


g@Z 十 5 

_7egi2 。 人 ( 和 和 

ー 。g@ 圭 5 と 考え て も よい . 
Di 

ー (2 十 15)z 十 (52 十 10) 

(32 十 6)x 十 19 
と な る こと か ら , (*) が つね に 成立 する た め に は , 
(3z 圭 6)z* 十 19* テ (Z* 十 15)z 十 (54 十 10) 
3(2 十 2)z デ ー(Zー4) ァ ーー5(Z 填 2) テ 0 


が つね に 成り 立つ こと が 必要 十分 で ある . 


恒等式 の 条件 


Oo 
3(2 十 2) ニ テー(Zー4) テ ー5(2 填 2) テ 0 
起 放 
の 2 
で ある . 
そし て 。 と の と 
20 
と な る 。 
7(z) の 逆 関数 は , 7(x) が (*) を 満た すこ と か ら 。 
る 普通 に 求め て も よ 


プ ( ヶ ) 自身 で ある . つま り 
ー2 ァ 十 5 い . 


7 の 8 


で ある 。 
2 am as 
) の 2 乗 4 は 4" ニ 19 と 単位 行 


[ 注 ] 上 の 分 数 式 の 係数 か ら 作っ た 行列 4=( 2 
列 の 実数 倍 に な っ て いる . これ は 偶然 で は な い . 


8 の $2 関数 と その 往 分 
ァ の 方 程 式 / と > キ 1= ニ ァ 二 2 …… ① が 異な る 2 つの 実数 解 を も つよ うな 実 
数 の 定数 z の 条件 を 求め よ . 


[アプ ロー チ > 計算 だ け で 処理 し よう と する と や や 面倒 な こと に な り ま す (g 宮 [ 注 ]). グラ 
フ を 利用 し て スッ キリ 解き まし ょ う . 
方 程 式 や を 満た す 実数 値 ヶ > は , xy 平面 上 の 


曲線 及 ー 巡 時 ② 
と 直線 ?= ァ † キ 6 の ⑨③ 
の 共有 点 の > 座 標 で ある . 


よっ て , ②, が 異な る 2 点 を 共有 する よう な Z の 条件 
を 求め る . 
③ が 点 (一 1, 0) を 通る の は , 2 三 1 の と き で ある . ま 
た , ②, ③ が 接する の は , ① の 両辺 を 平方 し て 得 ら れる 
ァ 十 1=(> 十 2)* 
ァ “ 十 (22 一 1)* 十 の ー1 テ 0 
が 重 解 を も つと き で ある の で , 


判別 式 =(22 一 1 一 4(〆Zー1) ニ 0 か ら 2= テ 
し た が っ て , 上 図 よ り 求め る 2 の 値 の 季 囲 


1=g< す 


が 分 か る . 


NE マ “ 十 (2Z 一 1)z 十 ゲー ユー0 …… ④ 
ーー 
ァ 十 o 生 0 の の 床 款 灯 計 ee ⑤ 
ra グラ フ を 利用 し な いと , yr の 2 次 方 程 式 ④ が ⑤ の 範囲 に 
は 異な る 2 実数 解 を も つ 条 件 を 考え る こと に な る . 
④ の 左辺 を (>) と お く と , その 条件 は 
判別 式 =(2z 一 1)*ーー4(Zー1) >0 


軸 : - 考 三 ジー タバ 


[ 注 ] ① うつ 


端点 : パー の =0 
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- の 関 数 列 (pe rs3…) を 関数 2 gz 十 5 を 用 いて , 
1 
方 n(Z) ニ み ( 々 )) (2=1) 
で 和 め る だ だ し 。 の 寺 1 と る 
(1) が z) を 求め よ . (2) な (>) を 求め よ . 


[アプ ロー チ > な が (z) ニ ア ( 訪 (>)) は 7(z)=Zz 十 5 の を 方 ( ヶ ) に 置き 換え た も の で す . 
(1) が z)= ニ ア (Z( 々 )) 


三 g 訪 (z) 十 5 

<(Zz 十 の 十 5 る ヵ (>) ニ ア ( 々 ) 
ーー の ァ 十 2 の 十 め gz 十 め 
= の ァ 十 (g 十 1) 6. 

(2 ) が z)= ア (が (Z)) < 直接 求め られ そ う 
三 2(>) 圭 の に な い の で 
ーg{Z ァ 十 (Z 寺 1) の 圭 5 "推定 証明 
三 の 十 (〆 十 十 1) の と 2H 腺 訂 

7)=/(Z<) 0 Wo 
の 5( ァ ) 十 の 
= テ g の の > 十 (2Z 十 g 填 1) 外 十 め 
ーー の ァ 二 (2 十 〆 十 g 十 1)5 
これ より , 一 般 に , z 三 1。 2。 3,。… だ 対し 
方 () ニ の タオ (ダブ キダ の ー キ … 十 4 圭 105 0 の …" (*) 


で ある と 推定 で きる . 
この 推定 が 正しい こと を 7z に 関す る 数 学 的 帰納 法 で 証明 する . 
まず , z 三 1 の と き ( ま *) は 正しい . る 方 (y) テ ZZ 十 め 
次 に , ある 自然 数 ヶ に つい て (*) が 成り 立つ と 仮定 する と, 
な na() テ (な ( 々 ) 


ーZ な (x) 士 め 
=g(Z 補 十 (@ の キビ 2 二 … 十 2 十 1) の 士 5 帰納 法 の 仮定 を 用 
= の サテ ァ 二 (2 二 の "リキ … 十 4 十 1) の いた . 


と な り ,。 (*) が の 代わ り に 1 つ 番 号 が 増え た z 十 1 の と き に も 成 
り 立 つこ と に な る 。 
よっ て , 求め る 刻 (z) は (*), すなわち , 


gl 


の ペ 等 比 数 列 の 和 の 公 
方 (z) モ gg" 十 の で ある 。. 


si | 式 を 用 いた . 


82 3$2 関数 と その 微分 


日 . 有 0 フ 
[z] は 実数 > を 超え な い 最 大 の 整数 を 表す (ガウ ス の 記号 )、 次 の 各 関 数 の グ 
ラフ を 一 1 ミ ァ > ミ 3 の 範囲 で 描け . 
(1) 7(z) テ ァ ー[z] 
(2) gz) テ [2z] 一 2[z] 


[アプ ロー チ ツ > 実数 * に 対し , ヵ ミ ァ く ヵ 十 1 と な る 整数 ヶ ヵ が [z] で 表 さ れる も の で す . 


(1) 7/⑦ ミ テッ ァ ッ ー[Z] に お いて 
i ) 0 ミ ァ < く 1 で は 「[z] ニ 0 だ か ら 7(z) ニ ァ . 
よっ て , この 範囲 で は グラ フ は 直線 ゥ = ァ と 一 致す る . 
ii) 任意 の > に 対し て , 
[z 二 1] モ [z] 二 1 で ある か ら 。 
げ ( ァ 1) テ (> 十 1) 一 [> 十 1] 
三 ( ァ +1) 一 ([z]+1) 
デー ァ ー[z]= ア (?) 
が 成り 立つ の で , 7(>) は 周期 1 の 周期 関数 で ある . し た 
が っ て グラ フ は 0 ミ ァ > く 1 で の グラ フ の 繰り 返し で ある . 
( 2 ) 7(z)= テ [2z] 一 2[z] に お いて , まず , 
0 ミ ァ ミ 1 に つい て 調べ る と ,。 次 の よう に な る 。 


1 0s ァ < テ の 範囲 で は , 
[2z]=0, [>z]= ニ 0 で ある か ら 7(>)=0. 


2" 坊 ミ ァ く 1 の 範囲 で は , 
[2z]=1, [>z]0 で ある か ら 7(z) テ 1. 
ま / ら 5 国人 2 本 の GNU ラウ 
げ ( ァ > 十 1)=[2z 十 2] 一 2[z 十 1] 
三 [2z] 二 2 一 2([z] 二 1) 
[2z] 一 2[z]= ニ ア (>) 
が 成り 立つ の で , 7( ヶ ) は 周期 1 の 周期 関数 で ある . 


[ 注 ] “任意 の > に 対し て 7(z 二 の テア が (z) が 成り 立つ "よう な 正 の 定数 ヵ が 存在 する と 
いう こと は , > ヶ の 値 が ヵ 増 すご と に 7( ヶ ) は 同じ 値 を ぐり 返し と る と いう こと で ある . この 
よう な と き , 7( ヶ ) は 周期 ヵ の 周期 関数 で も る と いう . 
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B. ら 08 
関数 7() は , 次 の 性 質 を 満た す と する . 
1" 任意 の 実数 > に 対し て , 
(Gi) パー?) ニ (>z) 。 7(z 二 3) ニア ( ヶ ) 
1ー み (0 きみ SS の よき ) 
| 0 (1s<z ミ 2 の と き ) 
(1) = テア (z) の グラ フ を , 一 4 ミ ァ ミ 4 の 範囲 で 描け . 
(2) = テア (一 2) の グラ フ を , 一 4 ミ ァ > ミ 4 の 範囲 で 描け . 


⑬③ ッ ー27( テー1) の グラ フ を , 一 4 ミ ァ ミ 4 の 範囲 で 描け . 


( 1) まず , 0 ミ x ミ 2 の 範囲 で 。 ヶ ニ /( ヶ ) 
の グラ フ を 描く . 
条件 1'G⑪) よ り , 2 テ 7(z) は ヶ 軸 対 称 だ か ら , い 
ま 描 いた グラ フ の 部 分 を ヵ 軸 に 関し て 折り 返し , 
ー2 ミ ァ ミ 2 の 範囲 に まで 拡大 する . 
条件 1"⑪) よ り , (>) は 3 を 周期 と する 周期 関数 
で ある か ら , ヶ テ ア ( ァ >) の グラ フ は , いま 描い た 
グラ フ の 一 2 ミ ァ ミ 1 の 部 分 を 周期 的 に 繰り 返 
し た も の で ある . 以上 より , 
ター テア (z) (一 4 ミ ァ ミ 4) の グラ フ は 右 図 . 
( 2 ) ニア ( ァ ー2) の グラ フ は , ニア (z) の グラ 
フ を , ヶ 軸 の 正 の 方 向 に 2 だ け 平 行 移動 し た も の 
で ある . し た が っ て 。, 
タプ ( ァ ー2) (一 4 ミ ァ ミ 4) の グラ フ は 右 図 . 


(3) = の (3zー1)=27( す @- め の ) ょ り 。 


ッ ー グ (テー1) の グラ フ は , 9ー ア (>) の グラ フ 
を ヶ 雪 の 方 向 に 2 倍 た 拡大 し (=/( す >) ) 
次 に これ を と ヶ 軸 の 正 の 方 向 に 2 だ け 平 行 移 動 し 
(2-7 信 @- め )) 最後 に これ を , ? 軸 方 向 に 2 


倍 に 拡大 し た も の で ある . し た が っ て ,。 グラ フ は 
右 図 . 


84 3$2 関数 と その 微分 


B. ら 0 : 
関数 7()= 


7" 十 7 十 c 十 の 


法寺 この 記 お いて 
lim ) ニ ュ か つ Him >) 三 0 


と な る よう に 係数 2。 の, c。 9 を 定め よ . 


3 
[アプ ロー チッ > im ぞ 3 ーlim Zr は g>0 の と き oo。 2 く 0 の と き は 一 oo に 発散 し ます 


アァ * 


が , g 王 0 の と き は 0 に 収束 し ます . また , lim が () 三 0 の と き に 極限 値 hm 計り が 存 


在 す る た め に は lim C(y) 三 0 で な けれ ば な り ま せん . 


9 
の 6 すそ + 今 
im 人 の =m ーー イー テ 
の 抽 S2 
Z>0 な ら が 存在 する た め の 条 件 は 2 三 0 で あり , この 極限 値 が 1 に 等 し い 
lim7Z) 三 十 5o 区 と と より 65ー1 
gZ く 0 な ら 直ら Cp sz) 
lim 7(z) テ ーoo = SEe2SR2Z 
MA 4 で ァ * 十 ァ ー2 
と RGDSl 和 5 ま 32 
と か ける . 


ァ つ 1 の と き , 分 母 コ 0 で ある か ら , jim ヶ ) が 存在 する た め に 
は ,。 分 子 一 0 と な る こと , すなわち 
Him(e" 十 層 二 の = ニ 1 二 c+ の =0 et ① 
が 必要 で , これ を 用 いて , c を 消去 する と 
_ ダー(〆 填 1) ァ 十 の _( ァ ー1)( ァ ー の ) 。 ァ ー の 


パタ) の (一 U&T2DNN の RT2 6 
と な る . 
6 2 OOー2 首 呈 め 
im (>) が 存在 CT Pe 
し た の で 8 本 よって 。 これが 0 に 等 し いて と より 1 
直 が 存 る た め 
以上 よ 
に 十分 で も ある . 人 


cg 三 0, 6 三 1、 c ニ ー2。 1 
で ある . 
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im (V4z" オ ァ +1 一 (gz 二 の )} 三 0 カ 


を 定め よ 。 


成立 する よう に , 定数 Z。 2 の 値 


[アプ ロー チ > まず , 分 子 を 有理 化す る こと か ら 始 め て も 良い の で す が ,「z が 十分 大 きい と 
き は 4z? 十 ァ 十 1 王 V4z* 王 2 と 考え られ , > 一 十 co の と き の 極 限 が 0 に な る た め に は , 
y4z? 十 > 十 1 と gz 十 6 の < 最高 次 の 係数 > が 一 致す る こと が 必要 , し た が っ て , g 三 2」 と 
ぃ う 予 想 が 立て られ る よう に な っ た ら , 少し 大 人 (?!) で す . ここ で は , 


(>) 
を が 


lim が (>) が 存在 する = ご っ Hm 0 で ある こと を 用 いて み ま し ょ う . 


(>) ニ y4z* 十 十 1 一 (2z 十 の ) と お く . 


まず , lim (>) が 存在 する た め に は lim 9 2 ー0 が 必要 . 
(09 主 4+ エ ュ エ (みる ) に | まず , 4 の 値 を 定 
2 2 提 粒 2 め よ うと し で い 。 
害 か ら 。 Hm 2 2-Z=0 ニー < 極限 値 が 存在 する 
2 た め の 必 要 条 件 . 


で な けれ ば な ら な い . 
そこ で , g 三 2 を 代入 し , 分 子 を 有理 化す る と 
_ 4z? 十 ァ 十 1 一 (2z 十 の 7? 1 一 4 の 二 (1 一 の の)z"! 


た 

0 ニー 20 3088 
lim 2 リー ラー 
マー 4 

これ が 0 に 等 し く な る こと より 2 一 二 … g=2 6 ニオ 


[ 注 ] 1* 上 の 解答 で 2=2 を 代入 し て か ら 7( ヶ ) を 計算 する 際 , 分 子 ・ 分 母 を > で 割る 
の GS 

4 キッ キュ ー ィ / 二 (4 ダ キッ 1) =。/4 キ ー オ 二 つ まり ユー/ 
と 計算 し て いる が , この よう に し て よい の は , zoo の 極限 を 求め る と き に は , >>0 の 
範囲 で 考え る だ け で 十分 だ か ら で あ る . > く 0 の と き は , |>| テ ニー ァ > で ある か ら 


ーー ん 記 吉 ) 
由 2 に Rs ド 山 2 人 
当時 / 放 到 更 時 / 証 時 
ア ア アツ アマ 
と な る こと に 注意 が 必要 で ある . 
2" lim |V4Z ァ オ 1 ュー( 2 | 0 は 。 関数 一 Y4ZZ+ ァ 1 の グラ フ (実は 双 昌 
線 の 一 部 ) が , *ーoo に お いて 直線 ッ 王 2z 十 1/4 に 河 近 する こと を 意味 し て いる . 
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日 .11 
つぎ の 極限 値 を 求め よ . 
ーー 2 
0 y1 十 tan y1 一 tan ⑫) 1 請 連結 1 癌 g の 
ァ ー0 Sin za0 計 1 二 22 王 W 三 の 
(3) lim ysin 二 (4) im(zー す anz 


[アプ ロー チ > (1), (2) で は B.102 と 同じ よう に 有理 化 を 施し ます . (3), (4) は , ちょ っ と し た 
変数 の 置き 換え に より 簡単 に 解決 し ます . 


(1) 
分 子 の 有理 化 レ ァ y1 十 tan ァ ーy1ーtanz _ (1†tanz) 一 (1 一 tanz) 
Sin sin (1 十 tany 十 ユーtan > ) 
see 
ジー ーー 1 ー cos z(y1 寺 tan 十 ユ ーtany) 
jimtan 三 0。 lim cosー1 で ある か ら , これ は ヶ 一 0 の と き 1 
に 収束 する . 


分 母 ・ 分 子 と も に 共 (2) lim (ぱー が (26E 仙 三 ) 
有理 化 =0 (一 の 二 み )(Y1 キ る 71 ト 2) 
人 Z* 上 ユー ァ 1 圭 1 
0 1T キ z+y1Tz 1+1 


(3 ) ーー: 約 S く 寺 ysin ユ ー ar 


三 1. 


な りり の シド の の (と き 


0 と 全 の の 5 


Hm xsin 二 =lim om と Sp 1。 
PB 7 


( 4 ) ッッ ー* どら 53 の Itanp ーー ンー ニー の 5 ァ ー 信 は 


= の 
# っ 0 に 相当 する の で 
5 1 
UP im(zー タ nz 一 本 
ーHim 一 エー 
を -0 Sin7 ーーim( - )ees, 
1 #-0 \S1n 7 


7 
ー1 テー1. 
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に 理 コ 「 コ 


つぎ の 各 和 極限 値 を 求め よ . 
。 1 一 | に 了 寺 
① hm I 5993 ② Him COS 員 COS ) 


三 ミ こき み 
1) Him= 8 テーHim 山 二 60SS 


z-0 (1 十 cos) 
( 吾 1 の | る 1) の 結果 は 記憶 に 


EC の た 値する . 


(2) 1 一 cos (1 一 cos >) (9 ee) 


ch 9 (1 一 cos x)* 


=( 1 一 cos ) < 
の る と 人 


と 書き 直せ る . lm s 三 0 で ある か ら 
1 一 coS る 


= デ ーー 2 2 
ーー る うま た lm (一 計 りー( す ) 
ァ -0 。 ダ <-0 。 ダ 愉 0 


だ だ | し, < テ 1 ユ 1 一 eo 


2 
し た が っ て , 求め る 極限 値 =( す ) ・ー す 
[ 注 ] 1? |zl が 限り な く 小 さく な る と き 一 以後 , これ を 簡単 に > が “無限 小 
(infinitesimal) に な る " と いう こと に し よう 一 sinz も 無限 小 に な る が 。 limS 下 そこ 1 
テー0 け ル 


すなわち , その 比 が 1 に 近づく と いう こと は , sin と ヶ が 同じ 程度 に 小さ いと いう 事 
実 を 意味 する . 一 般 に , > つ 0 の と き , (>) つ 0 と な る 7(z) と , 正 の 定数 々 に つい 
5 


i) lim 2 三 0 と な る な ら ば , 7(z) は , x“ より 高位 の 無限 小 
ii) lm の 2 ー4 ( は 0 で な い 定 数 ) と な る な ら ば , 7(>) は >“ と 同位 の 無限 小 
ii) hm 2) ーo。 と な る な ら ば 7(z) は より 価 位 の 無限 小 


で ある と いう .。 ii) の と き に は ,。 微小 な |z| に 対し て は 
ア (>)= ニ 7 


の * Him 1 9 
テ し 中 し ? * ! ド 記 の 1 
な |z| に 対し て は , 1 一 cos ち テア いい に さっ 


ーー ーー ここ 


と いう 近似 式 が 成立 する こと を 示唆 し て いる . 
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日 . 13 


曲線 上 の 点 人 に お いて この 曲線 と 接し , A に 近い 曲線 上 の 他 の 点 P を 通る 円 
を 考え , 点 P が 点 A に 限り な く 近 づく と きのこ の 円 の 半径 の 極限 値 を (も し 存 
在 す る な ら ば ) この 曲線 の 点 人 に お ける 曲率 半径 と いう . 

ヶ 三 cos の 点 A(0, 1) に お ける 曲率 半径 を 求め よ . 


曲線 ッ ヶ 王 cosg> の A に お ける 接線 は 軸 に 平行 で ある か ら 
A で この 曲線 に 接する 円 の 中 心 は ヵ 軸 上 に ある . この よう な 円 の う 
ち , A に 近い 点 P(7。 cos の) を 通る も の の 半径 を ヶ と する と , その 中 
心 は (0。 1 一 ヶ ) と な る . よっ て , 次 式 が 成り 立つ . 
だ 十 (cos 7 一 1 十 ヶ )*ー ァ 2 
(Go9/ーU 7 エ 1 一 cos 7 
2(1 一 cos) 21 一 cos が 2 
PA に 相当 し て 7 つつ 0 の 極限 を と る と , 
iim ァ lim] ど 時 
A 2(1 一 cos の 2 
im( 7 ) 
Sin7 2 


大 E 
=M 2(1 一 cos) り 


曲線 の 各 点 に お ける 曲がり 具合 の 大 小 を 数 量 的 

に 捉え る た め に , 曲線 の 微小 部 分 を , 円 で 近似 し よう F 

と いう の が 曲率 円 の 考え 方 で ある . 近似 円 の 半径 が A 
小さ い ほ ど 急 な 曲がり と 考え られ る か ら で あ る . 

曲率 円 (曲率 半径 , 曲率 中 心 ) を 定義 する 手法 は いろ 

いろ ある が , 曲線 上 の 3 点 P。A, Q を 通る 円 を 考え , Q 
2 点 P。Q を 限り な く A に 近づけ た と き の 極 限 を 考え 

る (つま り , 極限 の 円 は 。 曲 線 と 点 A で 3 点 接 触 す 

る ) と いう の が 基本 で ある . た だ し , この 方 法 で は 計 
算 が 少し まぎらわしい の で , まず , A, P,Q を 通る 円 
で , Q を 限り な く A に 近づけ た と き の 極 限 を 考え て お いて (この 極限 の 円 は , 曲線 と 点 A 
で 接する <2 点 接 触 >), つい で ,P を 限り な く 近 づけ た と き の 極 限 円 を 考え る と いう 手法 を 
と る こと も ある . 本 問 の 方 法 が これ に 相当 する . 

その ほか , A に お ける 法 線 と P に お ける 法 線 の 交点 の , P つ A の と き の 極 限 点 を 求め る 
(曲率 中 心 ) と か , 点 き に お いて , 1 階 お よび 2 階 の 微分 係数 の 値 が 一 致す る (2 次 接触 す 
る ) 円 を 求め る とか, いろ いろ な 方 法 が ある . 

参考 まで に , な め ら か な 曲線 ッ テ /(>) の , 点 (zo。 ) に お ける 曲率 半径 % を 求め る 公 


_Y+ げ (xy) 
ター 


いて は Sg” B.303 


で 与え られ る . 証明 に つい て は og" B.357, 曲率 中 心 に つ 
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右 図 に お いて , 
AB=3, BC=4。 AD= テ 7 
で , BAC が 変化 する に し た が っ て 点 C は AD 
上 を 動く 。 
BAC= テ の , CD= テ (の ) と する と き , 


MO) 。。 


| アプ ロー チ フ > /( の ) を 9 の 式 で 表す に は AC の 長 さ が の で 表 さ れれ ば よい で すね . 


AC= テ ァ と お き , へ ABC に 余弦 定理 を 用 いる と 
BC* ニ ABX+ACXー2AB・ACcos の 
16 王 9 十 ァ *ー6cos の 


ツー62Go80 有 70 下 還 上 還 II ⑪ る 2 解 の 積 ニ ー7<0 
ァ は 2 次 方 程 式 ① の 正 の 解 と し て より ① は , 異 符号 
ァ ー3cos の 十 9cos* の 十 7 の 解 を も つ . 


で G あ る 。 よう で 」 
ア ( の 三 CD=AD 一 AC=7ー ァ 
ー7 一 3cos 9 一 79cos?9+7 
プク - (7 一 3cos 2 


_ (7 一 3cos の )* 一 (9cos* の 十 7) 

の (7 一 3cos 9+79cos* の 7 ) 3 分 子 の 有理 人 
42(1 一 cos の ) 

の (7 一 3cos 9 の 填 79cos* の 十 7 )・- 


2-0 の ^(1 十 cos の ) の /1+Tcos の 9 2 
lim (7 一 3cos の 十 Y9cos* の 填 7 ) ニ 7ー3 十 716= テ 8 
で ある か ら , 


守 2 1 2 
眉 1 GoS の 998 の =im( を ) 1 1 .4 B. 202 
9-0 の 9-0 


[ 注 ] 上 の 結果 より , 9 が 極め て 小さ いと き , の = 全 の と いう 近似 式 が 得 ら れ た こと 


に な る . 
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BB. 15 
(本 
jin と ーーー1 を 肥 知 と し て 次 式 を 導 け . 


(1) jim og すめ _」 2 王 In ]og(> 十 の 一 logz | 
の 


ヵ ー0 


ヵ ー0 の 9 
(572 りり 


( 1) 1 十 ヵ ー@" と お く と , 


WPflrrtit0=ideN 


そし て , つっ 0 の と き ァ =log(1 二 一 0 だ か ら 


2 6 時 1OB1I 生 回 /) 角 半 衣 (5 の She 
な es コル PE 
が 示さ れ た . 
( 2 ) >>0 な ら , 十分 小さ な | | に 対し て , * 二 ヵ >0 で ある か ら 
log(x+ が 一 logz=log そ キテ ーjog (ュー) 
ァ 
]o (+ る ) 
log(z 十 一 logz _ 5 人 誠 
ん 必 の 
連 


と な る 。 ここ で , ん つっ 0 と する と , っ 0 と な る か ら , (①) よ り , 


右辺 の 初め の 因子 は 限り な く 1 に 近づく . 


了 。 log(Z 遇 の 三 logz 1 
証明 され た . レ … lm 3 


自然 対数 の 底 e を 定義 する 流儀 は いろ いろ ある が , 高校 の 教科 書 で 最も 多く 採用 さ 
れ て いる の が , lim そ ーー」……(*) すなわち , 指数 
関数 ニー の 2" の グラ フ の , 点 (0。 1) に お ける 接線 の 傾き が 
1 に 等 し く な る と き の Z の 値 を 。 と お く ,。 と いう 流儀 で あ 
る . この 方 法 で は , その よう な 6 の 値 が , 本 当 に た だ 1 つ 
存在 する か どう か 怪し いと いう 論理 的 欠点 は ある も の の 
(*) さえ 承認 すれ ば , 微分 法 の 重要 な 公式 : 


i) (e7ーe* 


ii) (log る ーー テ 


が た だ ち に 導ける と いう 長所 が ある . SA2.7I 
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B. 1B 

iim( ュ +ー) =< を 既知 と し て つぎ の 各 極 限 値 を 求め よ . 
G) m+ 人) @② jm (mー) 
(3③ jim (1 一 ヶ ) 69 im(1+ 訪 ) 


陣 還 (1) テー ヶ と ぉ く と (1 + そ ) = + エ ) “=fG+ SI 
mtr9-mlCr9-(mCr9- 


im が { } の 中 
に 入る こと が で き 


る 


(2 一 み ー パ と お な く と ターーQo の お きた 565 の 
人 性 に 基づく . 
で で "人 
NM 計 「ー に Hm (+ ) 5 
SV の m 


に が 分 か っ た . 
(3 ) ー タ ーー と お く と ,。 G-y 計 ( 叶 ) に っ 


で あり , > 一 0 の と き 7 つ 土 oo と な る が , (2) よ り 
NE 1 bt 押 
軌 い は 7ー 還 (G+ 補 = 


で ある の で 。, lim(1 一)*ー Him 1 ーー 


(+9 
(⑭) pgllm( せ に gaglU+ 寺 ) 


=imlog( 和 + 証 ) 


ヶ つ oo の と き (1 + 放 ) ー>@ log( ュ +ー 吉 一 0 だ か ら 


joglim(1+ 二 ) に 0 8。 im( 和 + 放 ) 1. 
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BB. 1 フ = 
Hm な =0 を 既知 と し て つぎ の 各 極 限 値 を 求め よ . 


Q) im の g そ 。 ⑫⑰ Hmzlogz 員 ( ヵ は 任意 の 自然 数 ) 


(ニー テー と な り , 
ァ ヶ つ co と な る の は 。 た >oo の と き で ある か ら 
0 
デーoo P 如 ?-oo 


| 且 と 3 I 生 10E22 寺 
( 2 ) 2 SKI IO の >log( の で ある . そ 


し て , > つ 十 0 と な る の は ,。 zz-coo の と き で ある か ら , (1) を 用 いて 
を ーー im logz _n 
の 


oo 


lim <log ァ ーHm] - 
テー+0 g…oo 


(3) 二 =( 竹 ) と な る の で , まず lim 王 を 考え る . 
@ ど 6 ヵ 


ー 
ら Z 


デー テ 52< 電 と 


ーー で あり , 一 coo と な る の は 


@ 
ズーco の と き で ある か ら 


の 2 
lim 一 テー 7 1imー テ ティ 7・0 三 0 
テーo と アーco の 


im を ーHm( 坊 四 考 ) 三 0. 
@" z こ の 


マー 


アー* oo の と る , e" や logr も co に 発散 する が , 


と いう 等 式 は , 

“e" の 発散 速度 は 。 > の それ と 比べ て は る か に 速い ぃ " 

“log の 発散 速度 は 。 > の それ と 比べ て は る か に だ 遅い" 
と いう こと を 意味 し て いる . B.212 で 使っ た 用 語 を まね れ ば , ge*" は , > より 高位 の 無限 
大 , logx は > より 低位 の 無限 大 と いう こと に な る . この 事実 は 。 ゥ ーe",。 ディ ,。 y 三 log 
の グラ フ を 考え て も 納得 が ゆく か も し れ な い が , (3) で 証明 し た 結果 に よれ ば , > どこ ろか , 

“どん な に 大 き な 自 然 数 を と っ て も ら @* の 発散 速度 は , z” の 発散 速度 より 大 きい ” 
の で ある . 指数 関数 の 発散 速度 は 。 まこ と に 想像 を 絶する ほど 大 きい の で ある !! 

な お , ここ で 証明 の 基礎 に お いた (*) や (**) の 証明 は , 後に 扱う . 
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jim げ (>) 三 十 oo, im の () 三 十 oo と する . 
つぎ の 命題 の うち , 正しい も の は 証明 し , 正しく な いも の に つい て は 成立 し 
な い 例 を 1 つ あ げ よ . 


(① lim 人 和 0 な ら ば lim ク 語 =0 で ある . 


マー 十 o 


2) lm 芝 上 ) な ら ば Hm BSD72O 昌 で ある . 


ェ ー ト e NM ) 


[アプ ロー チ > ①) で は 8, ee ーー の 7 の で ある か ら Him {9(z) 一 7( ァ )) ニ ーQo に な る か ど 
5 log の (x) _ log(g(z)/7( 々 )) 土 log7(z) _ log(g(z) が 7( 々 )) ン 

うか ② で は 。 57 の log7(z) 1og7() 22002 
よい で し ょ う 。 


(1) 正しい : 


(証明 ) る ) と お く と , 


Cs 
際 Z6g) 


と と で 。 仮定 より 
ァ つ 十 co の と き (>) 一 十 oo。 放 z) 一 0, 


9( て ) 
ーー e( の - ア ば ⑦) 一 of 人 (の -) ee ① 


5 ァ ) 一 0 ーoo の ②) 
①, ② よ り lm 語 =0. 邊 
(2 中 IE くく な い 二 1og 7(), log 9( 々 ) 
( 反 例 ) 7(z)= ァ ”。 g(Z) デ ニャ と する と 3 が 簡単 に な る も の 
の GS の! 所 き を 考え れ ば よい . 
Eo si UE 

げ 7(>) 一 十 oo。 の z) つ 十 G6。 誠 和 0 つが 
で ある が , 

68 の (2 の) 0E 二 二 所 - logg() 

]og7(z) 2l1ogx 2 2 “ Hm log( 々 ) 0 


[ 注 ] ez)=e*, W(z) 三 logy は , いずれ も , 一 oo の と き eo に 発散 する が , %() の 発 
散 の 速 さ は 極め て 大 きく , W(z) の 発散 速度 は 。 極め て 小さ い . ( og" B. 217, 研究 ) 
の y) と 7(>) で 比べ た と き , 7(z) の 発散 速度 が 9(x) の それ より も は る か に 大 きい 


Um 人 0 =0) な ら ば , (1) の ② の 発散 速度 は つね に e" の ② の それ より は る か に 大 きい が , 
2) 1og/(z) が log g(z) に 比べ て は る か に 大 きい と は 限ら な いと いう こと と に な る . 
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BB 1 


つぎ の 各 関 数 を 微分 せよ . 
に 朋 AAxr 
(1) = テア z ( 々 ー1) MM) 9 タデ ケ T1* 
開 語ら ー き 地 ア 十 cCOS 
(3) ニア z logr 人 U。 。 呈 内 ⑤) 』ー Sin ア メーCOS 


微分 法 の 基本 公式 の 確認 で す 


1 


積 の 微分 法 を 用 い ァ (1) ニテ ( ァ ー1) ニ ァ タ ー ァ タ 
ECNIVO - の 3 3 1 エ 


(z の =ーgz"" ろ で 2 
9 / タ ( ァ 十 1)7ーg((z 二 1) 
商 の 微分 法 の 公式 用 (2) 7 ヵ (cz+1 
ー (キア ー ァ ・2( ァ 1) 
回 (z 寺 1)* 


(@2a 品 0 が 、 


(Cs ッ ー ァ ? log 


ュ 1 logy 十 2 


y の 記 - す ーー ニー 
積 の 微分 法 2 ダー ラマ 2 1og ァ 十字 3 5 の 6 


商 の 微分 法 を 用 い 共 


(4 ) 2 テー ァ ~'e* 


て も よい 


の テ ( 一 1)z- 人 eg の 7 十 ァ ー ト 6 


(5) 


立た 三 @( ァ ー1) 


ア “ 


/ー (Sinz 十 cos)((Sim ァ ーcosy) 一 (smz 十 cos>)(sim ァ ーcos)* 
(ん (sin 一 cosy)* 


_ (cos> 一 sinz)(sin ァ 一 cos ヶ ) 一 (simn 十 cos)(cos 十 sin >) 


(sinxーcosr)* 


_ (Sm ァ ーcosz)* 十 (smz 十 cosz)* 


= 入 


(simxーcosy)* 


(sinーcos 7 . 
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B. ら 0 : 
つき ぎの 各 関 数 を 微分 せよ . 
(1) ヶ 三 Sin* ァ (2) み ーCOS 3 (3) ッ ーe-" 
の ⑦ ッ ー 定 (0 ッ ー ロ ー メ (o+ の ーー 


1 一 ァ 1+gー マ ユー が 2 


[アプ ロー チ > 合成 関数 の 微分 法 の 基本 練習 で す . この 程度 の 計算 で は , 一 々 置換 の 式 を 書 
か な く て も 。 す ぐに 微分 で きる よう に な ら な けれ ば な り ま せん . 練習 し まし ょ う . 


(1) z テ 5。 z 三 sinz と 考え て 


KNO TO22 の っ 2 
了 の の 7 の COS マー83sim^ ア COS ア . 


(2 7y 三 ceS。 23Z み と 考え で 


の _ ⑳ 
みみ ge 


ー( 一 sin zz)・3 テ ー3sin 8. 


( 3 ) ヵ テ @"。 zz デー” と 考え て 


侍 ー 入 . - 容 =e-(ー2= ー2ze- デ 


(4 ) クー ムー z デ 1 一 と 考え て 


(5 ) ? 王 引 。 み ー1ーy? と 考え て 


(6 ) 
(ツユ 1 二 y? キ アツ 1 ユー?)7 (1 十 > う 十 (1 ユ 一 9 十 271 十 xf/1 一 ヶ * 


NO 2 に 
1 人 生 
ア “ 
光二 (d+ ロータ ターG+71ーg リ (<? の 7 で 商 の 徴 分 


ー 吉 | ーー( 4?) ァ 2 一 (1 填 Y1 の)-2z| 


ーー バー タゴ) ニー 二 (+ せ ーー ) 
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B. らら 1 


つぎ の 各 関 数 を 微分 せよ . 
(1) log( ヶ 十 Y ァ * 十 1 ) (2) ッ ーlog (ian 学 ) (3 中 み 寺 みる 2 学 0) 


[アプ = チ > (①, ⑦ は - を og7( く )ー 2 と 合成 数 の 微分 法 で 解雇 し ます が , 3 で は 


公式 (z②)' 三 Zzz" を 用 いて 。(?⑦' 三 z 巡 デー ァ テ (71) と する と と は で きま せん . 
ーー の @/ ( ァ 十 Yz* 十 1)7 1 2 の 
解答 | 1 呈 三 回 箇 選 
MM の ァ +yz? 十 1 オア z* 十 1 ( 7 計 部 


し 3 1 _Yz? 二 1 1 
ァ 寺 yz2 十 1 7z2 二 1 ァ ? 二 1. 


(tany)' 三 sec*x (mm#) 吉 テ sec 学 
1 (2) ニニ ーー ント ニシ 
。 cosS* ァ 補 tan 二 tan 二 
2 2 
2 倍角 の 公式 。 ーー 
22 アァ sin 

2Sim う COS 

( 3 ) ーッ ァ * より loggー ァ logz 

この 両辺 を * ヶ に つい て 微分 し て , 
0 馬 
の ]og ァ 十 ヶ 明 


(logz 十 1) ニ ァ "1ogx 十 * テ 


[ 注 ] > を 微分 し よう と し て も , 2 つの ヶ が 絡み あっ て いて , この まま で は 微分 で きそう 
も な い が 対 数 を と る と , 2 つの ヶ が 分 離 で き て , 微分 で きる わけ で ある 。. 
も っ と も , ヶ ーe"*7 : ァ テ ーーg7 の < と 書き か えて お け ば , 
(2306 (sa 
ーe79gr・( ァ log ァ ) 


ー の "(ogz+・ =z*Oogz+1 
と 対数 を と ら な く と も 微分 で きる . 


$2 B 篇 (演習 問題 ) 9Z 


に 肖 ゴ ーー 生 a 


ァ * 十 の ー57 …… ① の と き , (yz, の ) テ (3, 一 4) 
に お ける の 値 を 求め よ . 


[ プ ロー チ まう ① だ け で は , ヶ は > の 関数 と し て 確定 し ませ ん . (実際 , 一 5< と > く 5 な る ヶ の 
値 に 対し , 対応 する ヶ の 値 が 2 つ あ る .) し か し , た と えば (z, め テ (3, 一 4) の , ご く 近 
傍 だ け に 話 を 限定 すれ ば , ① に より ヶ は > の 関数 と し て 定まる こと は 図 か ら も 分 か り ます . 
1 y2 上 7/ 王 5* に 30 ① 

を みた す (z,。 の) の うち , (>。 の (3 一 4) の 近傍 で は , 

ッ ーー 
が 成り た つ . 
(0 


24 の 5 人 /52 一 ァ ? ) ミ ー 三 2 の ワク 


の の 2 一 巡 5 
内 0 
g2// 際 生 まそ 
の le の =- の 。 752 一 32 4。 
2 z 十 の ー57 の … ① の 両辺 を で 微分 する と 陰 関 数 の 微分 法 
2z+2・ 学 0 る 〉 を と の 関数 と 考 
えて いる . 
4/ の 


と 2 * 
よっ て , ヶ キ 0 に 対し て は ーー と な る の で , 
2// 3 


の lei め =@- の 4。 


[ 注 ] 解答 2 の 方 法 は ヵ が > の 関数 で ある と 考え る と , ① す な わ ち , z* 十 { み (>) デ 王 5* が ヶ 
に つい て 住 等 式 で ある こと に な る ,。 と いう 事実 に 基 い て いる . 

また , 当然 の こと な が ら 本 間 の 結果 は , 点 A(3, 一 4) に お ける 円 の 接線 が 原点 O と 点 A を 
結ぶ 直線 に 直交 する (傾き の 積 ニ ー1) と いう 事実 に 合致 し て いる . 
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B. ら 3 一 - 
媒介 変数 表示 


ァ ーsin7。 yz 三 sin27 (0S ミ 7 く <2Z) 
に よっ て 定め られ る と ヶ に つい て 


80 8 


(1) 7 ーー の の 


SCSL2 


[プロ ー チ ) 与え られ た 式 か ら 媒 介 変 数 7 を 消去 する と 
ヶ 三 sin27 王 2sin7cos7 王 土 2sin 7/ ソ 1 一 sin7 三 土 2z ソ 1 一 ァ <* 


と な る の で , これ か ら を 計算 する こと も で きま す が , た と えば 妊 介 変 数 表示 が 
ァ ーsin7 十 7 yーsin27 な ら ば 消去 不可 能 で すね 。 


ァ ーsin7。 gーsimn27 より 


方 COS の 多 =2cos2 
2// 
媒介 変数 表示 の 微 区 。 必 の 2cos27  ……… (*) 
分 法 . [Je の scost 
の 
時 委 2/2) 2 
( 仙 豚 須 記 (63 用 a # を 代入 し て 73 72 ーー 
Sin 7 三 OOOQ ① 
(02) 四 お 90 (0s7<2z) 
sn2/= マ テー OO に (⑨) 


を みた す , の 値 を 求め る . ① よ り 
一 4z/3 また は 5Z/3 
で ある が , その うち , ⑨② を みた す の は 。 前 者 だ け で ある 。 


5 た 潤 ルル _ ょ よっ て , (*) に ー 和 を を 代入 し て 


27 生 (9 め 

@ の 7 ー1/2 

[ 注 ] 曲線 x=sin, ヶ テ sin27 (0 ミミ 7<2z) の 概 形 
は , 左 図 の よう で ある . 詳し く は we 妥 " B. 315 


三 2 
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B. 己 ら 4 
1 の と き 次 の も の を の で 表せ . 
ヶ ッ ー9 の 一 sin の 
の のみ 
RScee き の の み の / み と 
[アプ ロー チ > (①) は 前 問 同様 で す . (2) で は 一 信 の 意味 ,」 つま り を ( 学 ) で ある こ 
と を 正しく 理解 し て な いと [ 注 ] 1' に ある よう な 誤り が 生じ ます . 
み 
ンコ 2 の 2 の | 1GOSIO 計 生計 二 志 の ( 
し で BOD 
29 
ダ ヶ _9/ 上 29/@ 上 @⑳ 0  .……… 2 
(00 UE ① 4 寺 は の の 了 数 
の の / を の の 29 1 も 
の の 大 2 2 PC ee の ② 
II 
必 必 sin の ③ 
の 
⑨②⑨, ③ を ① へ 代入 し て 
の */ 1 


の み r” sin の 1 十 cos の . 


[ 注 ] 1" ァ >= パ の, ヶ テ g( の ) (の , g( の ) は 微分 可能 で , (の キ 0) に つい て は , 


み 
4 _ の 2 
みみ な 
29 
で ある . この 公式 を 「 拡 張 解釈 」 し て ,「 げ (の , g( の が 2 回 微分 可能 で 。 "(の ) キ 0 な ら 
の “ ク の 2 の の の 
み 2 2 2 み 
2 を ーー 全 と し て は いけ な い 。 正しく は うす ーー の の の の ょ な る . 
9 の 9 


証明 は , 上 の 解答 と 同様 で ある . (た だ し , 7( の , g( の ) は 2 回 微分 可能 で , 
(の ) キ 0 と する .) 


2* 本 問 の 媒介 変数 表示 は サイ クロ イド と 呼ば れる 曲線 を 表す . (5 B.514) 
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7(z) が xー6 で 微分 可能 な と き , 次 の 極限 値 を 求め よ . 


(Q① と ーjm 基 g ト 2 の) 7。-nm 人 e+2ー 人 gー め 


(3) ーー その ーッ) (2 キ 0) 
アー の ビク (24 


[アフ ロー チ う 微分 係数 の 定義 
7(⑦=lim (の 


ツー の 


マー の 


は 最も 革 本 的 な て の 形 の 不定 形 で す . 


m e+24ー (の 


(1) = 
2 ヵ 王 ! と お け ば 2 間 (の 計 計 の 
2 全 か ら 区 ー2lim 2 三 2 ア (@). 
と な る の で , (?) ルーjim プ (g 寺 2 の 一 7(2ー が 
ーー の 沈 ヵ ー0 // 
im 2 の ーjim 20 一 2 上 パッ リー パ eー が 
ーim gt20 ニ 7 の ェ イ ター ター の 1 
三 27(2) 十 (の 8 げ ( の . 
(3) ェ プ (の ー g7(?) _ (z*ー の )7(2) 一 ぞ げ (リー げ (2) 
の < ーー の" ア * ーg" 
7(?)7(@) 旧 2 
ニン 0 に で 古池 が 
を ぬき 出す . 
人 の) で ある か ら 


7。 デ (の 一 アプ (2・ アープ (c) 一 人 ア (@) 
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BB. らら 
微分 可能 な 関数 7/(z) に お いて , (2) キ 0 と する . 
=Hm sin 7(>) 一 sin 7(2) 


の 7(C) ge7(②) 


を 求め よ . 


[アプ ロー チ > これ も の 不定 形 で す .。 


(?) 三 sin7( ァ >)。 G(y) 三 の と お く と 


万 (>) 一 (2) 
万 (x) 一 万 (2) 隊 0 IM しま 
=Hm で (くう ーC(2) PP で ⑦ーG の ① 


メー の 


と ころ が , 微分 係数 の 定義 と 合成 関数 の 微分 法 の 公式 と か ら 
リー = テア (2) テ cos7(2)X げ (2 ……… ⑨ 


lim 
マー の 


Him = の (の = の の 9x ア (29 0 ……… ③ 
①, ②, お よび , ア (?) キ 0 より 


ァ ニ rm sosf(e) 


[ 注 ] 上 の 解答 と 同様 に し て , つぎ の 定理 が 証明 で きる . 
「 げ ( 々 ), の (Z) が 6 で 微分 可能 で , 


(の = の の 三 0 か つ の (の ⑦ キ 0 な ら ば Him 


C(z) 一 C(2) 
ァ ー の 


7(z) _(@② 
4 の ァ ) 9 の (の ) 
これ は A 6.2 で 解説 する 「 ロ ピタ ル の 公式 」 の 特別 の 場合 に 相当 する . 一 般 に は 証明 の 
難し い 「 ロ ピタ ル の 公式 」 も , この 場合 だ け な ら 易しい . 
な お , 本 問 は (z) の 連続 を 仮定 すれ ば , 平均 値 の 定理 を 用 いて も 解決 で きる . すなわち , 
| sin (>) 一 sin7(2) テ (cos 7(x」))7(zr)(zー の ) 
eg7(7) 一 e パ 9ー eZ (7)( ァ ー の ) 


(xn。 zz は 6 と の 間 の 値 ) 


で ある .」 


と 表せ る の で 
sin げ (>) 一 sin げ (2) cos7(z)・ げ (xn) 


ef(7) 一 e7(9) 還 の (<2)。 ア /( >) 
ァ つ 6 と する と 。 つの 6 zz つの な の で 
cos げ (zi) が ()  、cos7(2) (2) _ cos7(@) 


e7(Z9) アプ (z) e7( の 「 ア (と eg7(9 
(A 6.2 で 述べ る コー シー の 平均 値 の 定理 を 用 いれ ば , (1) の ァ i, yz は , ーー ァ xs と で きる .) 
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に 利 ゴ ー タ 4 


つぎ の 各 極 限 値 を 求め よ 。 
8 補 5 | 
e+z-? 人 


2 


(3) 


aa 
ァ ー2-0 ツー [z] 


2 


う 3 


1 
2+0 ダー| ァ | 


た だ し , [z] は * 々 を こえ な い 最 大 の 整数 で ある . 


[アプ ロー チ > 片側 極限 (A 2.5) に 関す る 基本 練習 で す . 


2 

PL 6 
三 十 oo 

と な る 。 


1 (し ま 
々 =T0 1 十 の テ 


と な る . 


も ちろ ん , も っ と 夢 
狭く 

DGG の 2 
OSG ツ 2 
考え て も よい 、. 


zo 6 2 の 二 COE 雪 
9 0 の ーー hg ま 2 ァ ー1 
CGCGS 
の の - いこ 
9 00RUHR05 コ IF 
で ある か ら , 


6 の 
jim 一 デーー テ ーーCo. 
zi+0 の 十 ア ー2 


(2 ) ーー/ と お く と 。 im 7 ニーoo だ か ら 


1 
z--0 1 上 ez 。 に -e1 十 @ 


1 二 Hm e*′ 1 十 0 


旧 


(3 ) Hm で は , z は 2 より 小さ い 方 か ら 2 に 近づく の だ か ら , 


SU ラ (3 の IO 
1< ヶ < く 2 で は [z] ニ 1 で ある か ら , 
2 議 ま も (0 細 
0 っ 
また ,。 2 く ヶ < く 3 で は 「[z]= ニ 2 で ある か ら , 


2 


lim ご ー lim 二 
ェ -2+0 アー| ァ |] =z-2ro マー2 
三 lim (x 十 2) ニ 4. 
マー2+0 
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B. らら 8 


ァ キ 0 に お いて つぎ の 各 式 で 与え られ る 関数 は ヶ 三 0 に お ける 関数 値 を 適当 
に 定義 し て , ヶ テ 0 で 連続 に する こと が で きる か . 


GO の ーー の 7 の = の) 7 の)=zsm エ 


[アプ ロー チ > 関数 /() が ァ テ 0 で 連続 で ある と は , lim ア (z) が 存在 し , それ が 7(0) に 等 


し いと いう こと で す . 直観 的 な イメ ー ジ は >= テ 0 で グラ フ が つなが っ て いる と いう こと で 
す が (3) の よう に 原点 付近 で 無限 回 振動 する よう な , グラ フ が 見 えな い 関 数 に つい て は その 
イメ ー ジ は 通用 し ませ ん . 


了 甘 還 (1) =0 の 近く で は ァ 二 ]1>0 で ある か ら 


Dol 1 電 どこ 
テー0 テー0 の ァ -0 導 


し た が っ て , 7(0) ニ 1 と 定義 むす れ ば ァ ヶ テ 0 で 連続 と な る . 


=1 く < く 0 で は [zl 三 ー1 
2) 1 より 
27 0< ヶ く 1 で は 「[z]=0 

jm 2 jm ユー」o 

マー-0 マー-0 

jm jm サー。 

マー+0 有 マー+0 之 


(Mk の (の 8$ lim 々 ) は 存在 し な い . 


よっ て , 7(0) を どの よう に 定め て も ァ テ 0 で 連続 に する こ 
と は で き な い 、。 


(3 ) z キ 0 で は I/ の に |zlsm|slz に 0 (>ー0) 
jiml7 々 )| ビ 0 
lim ァ ) 三 0 
ゆえ に , 7(0) ニ 0 と 定め れ ば , (>) は > ヶ テ 0 で 連続 と な 
る . 


[ 注 ] 上 の (1) (3) の よう に , 適当 に 関数 値 を 定義 する こと 
に よっ て 不 連 続 性 が 解消 で きる 場合 の 不 連 続 点 を 除去 可能 
な (removable) 不 連 続 点 と いう . 
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に 青 オ ニオ =」 
関数 7(z) は 
⑪ SC で は 7( 々 ) ニ sinz 十 の z 


⑪ 任意 の ァ に 対し て 7(z 十 Z) テ が ( 々 ) 
を みた す 関 数 と し て 与え られ て いる . 

この 7(z) が すべ て の に 対し て 連続 な 関数 と な る に は , 定数 々 を どん な 
値 に すれ ば よい か . 


[アプ ロー チ ツ > 条件 に よっ て が (z) は 
周期 ヶ の 周期 関数 で あり , 7(y) 


の グラ フ は に あく の の 範囲 の グ 
ラブ の くり 返し: です. 

だ EE ば 2 三 0W の と らき の グン シンジ は 
右 の よう に な り , つなぎ 目 で 不 連 続 で 
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条件 (⑪0 は 7(z) が 周期 z の 周期 関数 で ある こと を 意味 し て い 
る . そこ で , ま ず (⑪), ⑬⑪ よ り , 7(z) の 値 が すべ て の と の 実数 値 に 対 
し て 定め られ て いる こと が わか る 。. 


条件 (1) より , 4 の 値 が 何で あっ て も 人 で は 7( ヶ ) は 連 


2 
続 関数 で ある . よっ て , 周期 性 ⑪ を 考慮 する と , 
(*) と な る 条件 は ァ ァ ー テ で (>) が 連 "。。 ……… (*) 
6 
9 で ある こと が ,。 すべて の に 対し (>) は 連続 と な る た め の 必要 十 
ー Hm ァ ) 分 条件 で ある . 
大 まず , (1) より 
= 人 (3) 抽 2 
jim DA Hm (sinz+g) ニ 1 補 ー/( 信 ) 


アー ター0 ェ エー ター0 
つぎ に , 周期 性 を 考え に 入れ る と , 


jim 7(z) ニ lim 7(z) テ lim (sinz+gz) ニ ー ュ ーー 


た 尋 


テー タキ 0 ーー ぢ +0 マーー ぢ す 0 
よっ て 求め る 条件 は 
5 の の.W 2 
Eee ) 
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巳 . ら 30 
EL 
2 に ysim 一 (> キ 0) に 
0 (0) 
(1) 7(z) は ,。 * テ 0 に お いて 連続 で あや る ば か りか 微分 可能 で も ある こと を 示 
せ 


(2) ア (z) は , 連続 か 否 か 調べ よ . 


[アプ ロー チ > 関数 (>) が ヶ ニ 0 で 微分 可能 で ある と は , 極限 値 me テ 0 が (有限 
確定 値 と し て ) 存在 する と いう こと で す . 


で ある ここ で が sin 坊 -0 
っ こら 還 = 4 六 
Ism に IAlsm 同 回 M 記 0 
に 注意 する と , 
1 きか IM = 8 あ (*) 
ムー0 ん 
で あり , これ は ,。 7(z) が =0 で 微分 可能 で あり 3 微分 可能 だ か ら も 
(0) 三 0 で ある こと を 意味 する . 血 ちろ ん 連続 で ある . 
( 2 ) > キ 0 の と き は , 微分 法 の 公式 に より 26 
6 と の RS 
(>) テ 2 Sin 一 cos 一 ( ) 
前 1 
三 2zsin 一 一 cos 一 27206 の 
グ が の 


ァ キ 0 に お いて は ア げ (y) は 連続 で ある . 
ーー 0 と ある と 。 ysin 二 は (*) と 同様 に 0 に 近づく が , 


cos 二 は 。 ー1 と 1 の 間 を 振動 し て , 極限 値 を も た な い .  、9=* 
よっ て , lim ア 7(z) が 存在 し な い . 


マー0 
ゆえ に , プ ( ァ ) は , ァ テ 0 で 不 連続 で ある . 
[ 注 ] ニア 7(z) の グラ フ の 概 形 は 右 図 の よう に な る . 
ァ ー0 で 連続 で は ある が , 原点 付近 で は 無限 に 激しく 振動 
し て いる . この よう な 関数 は 。 と き と し て , 我々 の 素朴 な ' , 
連続 性 の イメ ー ジ を 打ち こわ す 逆 説 的 振舞 い を 演ずる . ウーー ィ * 
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B. ら 紀 1 
関数 (>) を 
(2 GRM(00 の 
⑪ ァ >1 で は (>) テ Zsin zz 十 の 
で 定義 する . 
この 関数 (>) が 。 つなぎ目 >=1 で も 微分 可能 と な る よう に だ 定数 2,。 ら の 値 
を 定め よ . 


GA2.7 2 微分 可能 で ある た め に は , まず 連続 で な けれ ば な ら な い .。 


⑪) よ り 7①) ニ Him 7( 々 ) ニ e 
⑪) よ り Hm 7 々 ) 三 Zsin 十 の の | 
だ か ら 


アプ (>) が ァ テ 1 で 連続 , つ まり (1) Him 7 々 )ー lim 7⑦) 
と な る の は , 5ーe の と き で ある . 

VO 

⑪) よ り ァ ぐ 1 で は (>)=e* 

⑪) よ り ァ > ン 1 で は が () テ zZcos Zr 
AU に ん ) 三 0U 二 2 > 
jim の 放 


ムーー0 


| で ある か ら , 


ーー ネン ク 


マニ 1 


キー 呈 を (Zsin zz の | gcosz ニ ーzog 


中 
KG あの 上 で GO 

ア (>) が 1 で 微分 可能 と な る 
の は , 


の と き で ある 。 
以上 か ら 求め る Z。 の 値 は 2 こと 2 一 6 で ある . 


[ 注 ] A2.8 V で 述べ た (定理 ) を 利用 する と 
万 (>) ニ の,。 C( ヶ ) 三 Zsin zz 十 の 
と お け ば ,。 つなぎ 目 > ニ 1 で 微分 可能 と な る 条件 は , 
rp①) テ C1) か つ だ 1①)= 選 Q) 
と な る . これ か ら 2, 2 の 値 を 求め る こと も で きる が , 上 で は 定義 に 戻っ た 解 を 示し た . 
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巳 . らき 3 どら 
「/(>) が 区 間 z ミ >S ミ 5 で 連続 な 関数 の と き , (2) キ (の) で あれ ば , 7(2②) 
と 7(〉) の 間 の 任意 の 値 を に 対し て , 
げ (c) ニ ん 
と な る 数 c が 2 くく の の 範囲 に 存在 する 」 と いう 連続 関数 に つい て の 中 間 
値 の 定理 を 用 いて , つぎ を 証明 せよ . 
Z く の と する . 7( ヶ ) は 区 間 2 ミ ァ > ミ 2 で 連続 な 関数 で 。 2 ミ /(>) ミ 2 で ある 
な ら ば, 


げ (c) ニ c か つ 2 ミ c ミ 5 …… (*) 
を みた す c が 存在 する . 


[アプ ロー チラ > グラ フ を 描け ば , (*) を 満た す c 
の 存在 が 直観 的 に 了解 され ます が ,。 これ で は 証 
明 に な り ま せん . 


Z ミ ミミ の で つね に ミア (z) ミ の な の だ か ら . 
g 生 7 げ (2) ミ の 2,。 2Z ミ (2) ミ 2 


で ある . 

Gi) 7 の の =?2 な ら ば c テ 2 が (*) に 適する . 

0 の 2 な ら ば cー2 が (*) に 適する . る (1), G⑬ の 場合 は 別 

仙 上 の ⑪), ⑬⑮ 以 外 の 場合 、 すなわち 扱い し な けれ ば な 
g く が (の ) 0 げ ( の < く 6 ら な い . 

の 場合 に は 


( ァ ) ニ 7(z) 一 > と お け ば , 万 (zz) は 2Z ミ ァ ミ の で 連続 関数 で あり , 

1 テア (2) 一 g>0 

(の = テア (の 一 5 く 0 
で ある か ら , 尋 (c) 三 0. すなわち 7(c) ニ c を みた す c が くく の る 中 間 値 の 定理 
内 に 存在 する . 

以上 か ら , (*) を みた す c が つね に 存在 する . 時 
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epos 


基礎 は な ぜ 大 切 か 


「 基 礎 が 大 切 」 と よく 言わ れ ま す . し か し , 応用 で き な け れ 
ば 意味 が な い の も 事実 で すか ら , 基礎 の 大 切 さき を 強調 する 言 
葉 に , つい 疑問 を 差し 挟み た く な る と いう も の で す . 

見 知ら ぬ 土 地 で 道 に 迷っ た と き , 私 達 は 大 き な 道 路 や 鉄道 
の 駅 を 探し ほ ます. そして, 「 こ こま で 来れ ば , あと は 大 丈夫 」 
と 思い ます . この 「 あ と は 大 丈夫 」 が 基礎 の 力 で す . 即ち , 
道路 を 整備 し 鉄道 を 張り 巡ら すこ と が , 基礎 力 を つけ る こと 
だ と すれ ば , 幹線 道路 や 鉄道 の 駅 に 何と か し て た どり 着く カ 
が 応用 力 で ある と 言え る で し ょ う . 応用 で き な け れ ば 基礎 は 
無 意 味 で す が 。 基礎 が な けれ ば , 私 達 は 見 知ら ぬ 土 地 で 途方 
に 暮れ て し まい ます . だ か ら 私 達 は , 系 統 的 に 基礎 を 学ば な 
けれ ば な ら な い の で す . 

一 方 , 応用 力 を つけ る た め の 系 統 的 な 方 法 は 存在 し ませ ん . 
巻 で は 「 重 要 な 道路 の 見 つけ 方 」 や 「 便 利 な 駅 の 探し 方 」 と 
言っ た 誘い 文句 が 耳 を くす ぐり ます が 。 それ ら を 信じ る わけ 
に は 行き ませ ん . 例え ば ,「 山 で 道 に 迷っ た ら 川 筋 に 沿っ て 下 
り よ 」 と いう 教え を が あり ます が , 水 は 低 き に 流れ る の で 確か 
に 一 理 あ る と は いう も の の , その 道 の 先 は 滝 と 崖 か も 知れ ま 
せん . 我 身 を 救う も の は , 鋭い 感覚 と 判断 力 。 そ し て 試行 錯 
誤 し か な く , また この 様 な 力 を 培う に は , 結局 自分 の 足 で 歩 
く ほか あり ませ ん . 訓練 に 柚 える 「 知 的 体力 」 と , 散策 を 楽 
し む 「 知 的 余裕 」 が 必要 と され る ゆえ ん で す . 


回 キー・ ワ ー ド (A 基 礎 理 論 篇 ) 


ーー 平均 値 の 定理 


>| 増減 >| 凹凸 極 値 
放 一 加 


し | 変 曲 点 
に | タラ ッ ト ー 滞 近 的 性 質 


トー 運動 学 


ーー 近似 の 理論 ト ィ ー 関数 の 近似 
ーー | 方 程 式 の 解 の 近似 


77 の 3$3 微分 法 の 応用 


AS.1 接線 と 平均 


I. 接 線 
7( ヶ ) が ァ テ Z で 微分 可能 な ら ば , 曲線 ヶ ニ 7(>) 
の 上 の 点 (2。 (の) に お ける 接線 の 傾き は (2) で あ 
る . し た が っ て , その 点 に お ける 接線 の 方 程 式 は 
ヶ タープ (の ⑦ ニ = ア (2⑦( ァ 一 の ) 
と な る . 


2 


1 曲線 ヵ ーe" 上 の 点 (0, 1) で の 接線 の 傾き は 
の 人 | 孤 生 | 間 5 短 
し た が っ て , この 接線 の 方 程 式 は ヵ ニ ァ +1 で ある . 
2” 曲線 上 の 点 P に お ける 接線 と P で 直交 する 直線 を ,。 この 曲線 の 
点 P に お ける 法 線 と いう . 
(2⑦ キ 0 な ら ば , 法 線 の 方 程 式 は 


| 選 
ター ア (2) ニ 7 の の) 
(2⑦) ニ 0 の と き , 法 線 は ヶ 軸 に 平行 な 直線 テーZ 王 0 で あ 


IT. 平均 値 の 定理 

微分 可能 な 関数 ? ニ 7(>) の グラ フ 上 の 2 点 
P(2, 7(②⑦), Q(2, 7(⑰) を 結ぶ 直線 を 平行 移動 する 
こと に より , 左 図 の よう に = テ /(>) の 接線 の 1 つ / 
と 一 致 き せ 得る こと が わか る 

正確 に 言う と 


[定理 ] 2 ミ ァ ミ ヵ で 連続 , 2< ヶ くめ で 微分 可能 平均 値 
な 関数 7(z) に 対し , 次 の よう な 数 c が 少な く の 定理 


と も 1 つつ 存在 する . 


We 
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1" これ を 平均 値 の 定理 と いう . その 証明 に は 意外 に 深い 知識 を 要 
する . eo A6.1 

2" 定理 中 の c が どこ に ある の か , いく つ あ る の か と いう 問い に 対 
し て , この 定理 は 情報 を 与え を て くれ な い . それ に も か か わら ず , 
「 少 な く と も 1 つつ 存在 する こと 」 を 根拠 に し て , 重要 な いく つか 
の 定理 が 証明 され る (次 節 以降 ). 


A ぬ 8. 己 関数 の 増減 と 凹凸 


3 5 


I. 増減 
次 の よく 知ら れ た 事実 は , 平均 値 の 定理 を 根拠 に し て いる . 


[定理 ] 増 減 


(i) 了 げ (z)>0 で ある 区 間 で , 7f(z) は 増加 する . 
⑪ ア (z) く 0 で ある 区 間 で , (>) は 減少 する . 


1?" 正確 に 言え を ば , (1) は 次 の よう に な る 。. 
(>)>0 (Z ミ ァ ミ /) の と き 
ge ミ g く 0S/ 一 つ 7 の ⑦ く 7 の 
が 成立 する . 
2? ⑪⑬ の 証明 : 上 の 1" の 記号 を 用 いる と , 平均 値 の 定理 に より 
4 の = 人 の _/( 


た 者 2 に < 者 / 
な る c が 存在 する . 仮定 に より げ (c)>0 で ある か ら 


スー が 22 > 7( の 7 の >0 


TI. 凹凸 
(>) が 増加 する と き , テア (>) 
の グラ フ は 図 1 の よう に 下 に 凸 と 
な り , ア () が 減少 する と き 図 2 の 
よう に 上 に 凸 と な る . 
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1" 「 下 に (上 に ) 凸 」 の 意味 は 。 前 の ペー ジ の 図 に つい て は 一 目 瞭 
然 だ ろう が , 数 学 的 な 定義 の 方 法 は 。 実は それ ほど 単純 で は な い . 
本 書 で は , ア ( ヶ ) の 増加 を も っ て , ある 関数 (また は グラ フ ) が 
下 に 凸 で ある こと の 定義 と する . 
2" ある 区 間 で ア ( 々 >) が 増加 する と き , すなわち 関数 げ が 下 に 凸 な 
ら ば , 次 の こと が 成立 する . (証明 は mw B.1019) 
(i) 曲線 ?=7(z) の この 区 間 に お ける 部 分 は , この 区 間 
ョ 内 の 任意 の 点 に お ける 接線 の 上 方 に ある 。 
⑪) 曲線 ヵ ー7(>) 上 の 2 点 P,。Q を 結ぶ 線 分 は , 曲線 
9 ヶ ア (>) の P, Q の 間 の 部 分 の 上 方 に ある . 


6 実は , 上 記 の G⑪) や G⑪) を 「 下 に 凸 」 の 定義 と する 流儀 も 
ある 。 
1g 


項 . 極 値 
微分 可能 な 関数 は , (>) が 正 か ら 負 に 変わ る と き 極 大 と な 
り , 負 か ら 正 に 変わ る と き 極小 と な る . (gy「 大 学 へ の 数 学 II 
ニュ ー ア プロ ー チ 」 A 4.9) 


1” 1 点 = で (>) が 0 に な る と いう だ け で は , 極大 極小 を 
判定 で き な い . し か し , 「 ァ = テ Z の 近く で 下 に 凸 」 と いう 前 提 の 下 
で 考え る と , 下図 の よう に , 「 げ (2)=0 一 雪 ァ テ 6 で 極小 」 と 判 
定 で きる . 


定理 ] テーZ の 近く で ア *(z) が 存 極 値 の 
と き , 判定 
(1) ア (⑦=0 か つ が (⑫⑰>0 一 (>) は 


ァ デ 6 で 極小 
(2) (2⑦2 テ 0 か つ が (⑦ く 0 デ つ 7( 々 ) は 
メー で 極大 
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1? (① の 証明 : (Z) の 連続 性 と (2)>0 と か ら , 十分 小さ い 
正 数 = に 対し 
g 一 es こぐ g 十 = で つね に (>)>0 
が 成立 する . /(z)= げ (?))′ で ある か ら , 前 小節 の 定理 に よっ て 
g 一 を く と ヶ ぐ g 十 = で () は 増加 関数 
と な る . これ と が (2) テ 0 と を 合せ 考え る と 
g 一 と く ヶ く @ で NN 
6 くく 6 十 で が (?)>0 
が 導 か れ , が (2) が 極小 値 で ある こと が わか る . 


IV. 変 曲 点 
曲線 の 凹凸 の 変わ り 目 を 変 曲 点 と いう . すなわち 


定義 ] 9 三 7( み ) の グラ フ 上 の 1 点 P の 左右 で 
げ (z) の 増減 が 変化 する と き , P を 変 曲 点 と い 
う 。 


変 曲 点 


[ 


] 曲線 ヵ ー ァ * に お いて , 原点 は その 変 曲 点 で ある . 
2" 「 変 曲 点 」 は ” を 使わ ず に 定義 され て いる . 実際 , *( 々 ) が 存在 
し な く て も , (e, 7(@) が 変 曲 点 と な る こと が ある . 
げ (z)= ァ lx| と する と 
ァ >0 で は (>) デニ 2,。 > く 0 で は が (z) ニ テー2 
ァ >0 で 7(z) は 下 に 凸 | 
ァ く 0 で 7(z) は 上 に 凸 
で あっ て , (0,0) は ?ー パ z)= テ ァ lz| の 変 曲 点 で ある . 
だ が , ァ > テ 0 の と き ア ((zZ) は 存在 し な い . 
3? 7) が 存在 する と き , 点 P が 変 曲 点 で ある た め の 必 要 十 分 条 
件 は , 点 P の 左右 で , (>) の 符号 が 変わ る こと で ある . 


変 曲 点 の 


理 ] が (@) が 存在 する とき , 
必要 条件 


(2, (②⑦) が 変 曲 点 一 つ が (@⑦= テ 0 


定 


[ 


ーー 


1? この 定理 の 逆 は 成立 し な い . 
[ 例 」 7(z)= ニ z* と する と だ (z)=12z^. 
7"(0) ニ 0 で ある が , 点 (0, 0) は ッ ー ァ * の 変 曲 点 で は な い . 
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AS. る 関数 の グラ フ 


I. 関数 パ ァ ) が 与え られ た と き , コン ピュ ー タ な ど を 使っ て 
数 値 的 に グラ フ を 描く と いう 方 法 が ある . し か し , 微分 法 を 用 
いる と , グラ フ の 特徴 を と ら え て , その 概 形 を 描く こと が で き 
る . 増減 , 凹凸 は グラフ の 重要 な 特徴 で ちあ る が , その 他 に 
「 洒 近 的 性 質 」 と 呼ば れる 特徴 に 着目 すべ き 場合 が ある . 


II. 滞 近 的 性 質 
9 ヶ 三 (>) の グラ フ が ヶ 軸 に 平行 で な ぃ 潤 近 線 
ッ ーgZ 十 り を も つと き 。 
lim ( プ (Z) 一 一 の = 
(> 一 eo で 潤 近 する と き ) 
jim (7(⑦) 一 ーー の =0 
5 (z 一 一 eo で 手近 する と き ) 


” が 成立 する . 
また ? ヵ 軸 に 平行 な 河 近 線 xy ニ c を も つと き 
dm 17)| に o 
( 右 か ら 漂 近 す る と き ) 
Hm 17e)| ニ eo 
( 左 か ら 洒 近 する と き ) 


を が 成立 する . 

さら に グラ フ の 端点 付近 の 様子 な ども , 極限 
値 を 用 いて 調べ る こと が で きる 手近 的 性 質 の 一 
つ で ある 。. 


2 1 7(z)= ァ " ( ヶ =0) の グラ フ は , 
g>1 一 全 原点 で > 軸 に 接する . 
0 く g ぐ 1 一 今 原点 で ヶ 軸 に 接する . 


Mi これ は 原点 に お ける 接線 の 傾き 
jn に 0 jim ze ie 三 = (5 
っ テー+0 oo (0< g@ ぐ 1) 
0 守 か ら 分 か る . 
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皿 .、 グラ フ の 重要 な 特徴 
グラ フ を 描く 上 で 通常 必要 と され る 特徴 は , 次 の 3 種類 に 
分 類 さ れる . 
(1) 微分 的 性 質 …… 増 減 , 凹凸 , 特異 な 点 (微分 で き な い 点 ) 
の 存在 
(2) 洒 近 的 性 質 …… 洒 近 線 , 端点 や 特異 な 点 の 付近 の 様子 
(3) 対称 的 性 質 …… 線 対称 性 。 点 対称 性 , 周期 性 


IV. グラ フ か ら 分 か る こと 

(1) 最大 ・ 最 小 問題 は 微分 法 の 最も 魅力 的 な 応用 の 1 つ で ある 
が , 十分 正確 な グラ フ を 前 提 と する な ら , も は や 目 の 問 題 に 
過ぎ な い . 

(2) 不等式 7/(z)>0 に 関す る 問題 の 答え を を, グラ フ か ら 読 み 
と る こと が で きる 場合 が ある . 理論 的 計算 と 幾何 的 直観 の 
組合 せ が 有 効 で ある . 

(3) 方 程 式 /(>) ニ 0 に つい て も , グラ フ の 効用 は 不等式 と 同 
様 で ある が , 特に ヵ 次 方 程 式 に 関し て は , 

ァ ーo は 7(y) テ 0 の 重 和解 で ある 
を - う 7f( の ニア (@) テ 0 
を - 飼 7(z) の グラ フ は (2, 0) で ヶ 軸 に 接する 
と いう 「 因 数 分 解 」「 微 分 法 」「 グ ラフ の 幾何 的 性 質 」 の 間 の 
密接 な 関係 に 注意 し て お きた い . (wo 写 B.353) 


Ai. 運動 学 と 微分 法 』 


IN EE 


時 間 と と も に 変化 する 現象 の 分 析 は 微分 (積分 ) 法 の 最も 得意 
と する 問題 の 1 つ で ある . 

xy 平面 上 を 運動 する 点 P の 時 刻 ほ に お ける 座標 を (z( の , 
(の )) と する と , P の 速度 と 加速 度 は , 次 の よう に 定義 され る . 


po 加 度 。 =( 空 。) 
ター を ] 
の の だ 2 が 


P の 加速 度 2= 
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図 の よう に , 中 心 0, 半径 の 円 z? キ ゲー ニア ” の 上 を 運 
動 す る 動 点 P の 座標 が 
の (o は 正 の 定数 ) 
ヶ 三 sin の 7 

で 表 さ れる 場合 を 考え る . g7 は ヶ 軸 の 正 の 向き か 
ら 動 径 OP が 回 転 し た 角 の 9 を 表し て いる . 

の は 時 間 7 と 共に 一 定 の 割合 ぃ で 増加 する . 一 
般 に , この よう な 運動 を 等 速 円 運動 と いう . ゅ は 
その 角速度 で ある . 


この と き 


00 の 7 cos の 7 ) に OP 
g 三 (一 の Pcos eo7。 一 の Psin の 7) グ OP 
と な り , 速度 。 加 速度 の 大 き さ は 

人 婦 90 

|1z|= の 刀 
で 与え られ る . 


人 AS. 避 近似 の 理論 


IT. 関数 の 近似 

曲線 の 接線 は , 接点 の 近く で , その 曲線 を よく 
近似 する 直線 で ある . 

いま 7(z) が = テ Z の 近く で 微分 可能 で ある 
な ら ば , が 2 に 近い と き , 
1 カー/(2) 上 (テー の 了 () 7( の 7 の ) 直 (a の (2 usen ① 
< と いう 近似 式 の 成り 立つ こと が 期待 され る . 

実際 。 近似 式 の の 誤差 
アプ (z) 一 ザ (⑦ 十 ( ァ ー の が (2)} に 対し て は , 
を 、 7(2 三 6 の げ (2 一 0 (> つの 


アァ メー の @ の = の 
が 成り 立つ か ら , 誤差 戸 は *ー2 に 比べ て 小さ な 量 で ある . 
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1” 近似 の 誤差 に 関す る 信頼 で きる 評価 や , 高 次 多項式 に よる 近 
似 法 に つい て は mw A6.3 
2 g は 任意 の 定数 と する . 
ヵ が 0 に 近い 数 な ら ば , 近似 値 
(1 二 め “" 王 1 
が 成り 立つ その 誤差 は ゲ / の 程度 で ある . 
(/(z)= ァ “。 2 三 1 と し て ① を 用 いる ) 


方 程 式 の 解 の 近似 9A 
方 程 式 
7(z) テ 0 
の ァ g に 近い 実 根 (実数 解 ) は , 
上 記 の 1 の 考え 方 に よれ ば , 近似 
方 程 式 
(の 十 (zー の げ (@⑦=0 
の 解 O 
【Z4 
し の 
に よっ て 良く 近似 きれ る で あろ う . た だ し アプ (2) キ 0 と する 。. 
そこ で , この ステ ッ プ を くり 返し , 


ツー の 


0 の RON 
ツア z+ ュ ーー アァ (zz) (z 1 の 93 ) 


に よっ て 数 列 {) を 定め る . 

右 図 を 見 れ ば , 数 列 人 z) が 7 ァ ) テ 0 の 実 
数 解 ? に 収束 し て いく こと が 予想 され る ( 実 
際 そ うな る こと が 多い ). この よう に し て 方 程 
式 の 実 根 の 近似 値 を 求め る 方 法 を ニュ ー ト ン 
法 と 呼ぶ .、 ニュ ー ト ン 法 は , 解 を 厳密 に 求め 
る こと が 困難 な 場合 に 。 その 近似 値 を 数 値 的 


に 得る 方 法 と し て , 応用 上 きわ め て 重要 で あ 
る . 


1" 具体 的 な 例 に つい て は k 写 B.363 
2" ニュ ー ト ン 自 身 の 元々 の アイ デア は , 次 の よう な も の で あっ た 。. 
7 は 。 
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が *ー ァ ー8 三 0 
を 解く の に , まず , > の 近似 値 と し て まず 2 を と り , 真 の 値 
を 2 坪 @ と お いて これ を 代入 し 
(2 十 @* 一 (2 二 の ー8 テ 0 
ー2+11o 十 6〆 の の =0 
を 導い た 後 ,「e は 微小 だ か ら , 〆, @ を 無視 し て 」 
才 
11 
を 得 て 。 > ニ 2 十 古 21818 が , より 良い 近似 値 を 与え る , 以下 同 


様 …… と いう わけ で ある . 
ニュ ー ト ン は , この 方 法 を 駆使 し て , 陰 関 数 
げ (y, 0 
か ら , ヶ を ヶ の 無限 次 の 多項式 (べき 級数 ) と し て 表し , それ を 基 
礎 と し て 多く の 重要 な 結果 を 発見 し た の で あっ た . 
6 B.366 


as) SS リリ ニニ ニニ 


779 の 


epos 
微分 っ て な に ? 


微分 と は 何で し ょ う .「z? を 2 に する こと と 」「 式 の 次 数 を 
下げ て 計算 を 楽に する こと 」 な ど と 言っ て は いけ ませ ん . 微 
分 と は 超 高 性 能 の 顕微 鏡 を 使っ て 物 の 形 を 無限 に 拡大 する 
こと で す . 微分 を 勉強 し た あな た は 「 無 限 に 拡大 する 」 と い 
う 意 味 が ピン と きま すか ? 

た と えば 放物線 を 考え を まし ょ う . これ は 文字 どおり 「 曲 
線 」 で あり 曲っ て いま す . さて 放物線 を 顕微 鏡 で 見 て み ま し 
ょ う . 倍率 を 上 げ る に し た が っ て , 曲っ て いた 線 は 次 第 に ま 
っ すぐ に の び て ほ と ん ど 直 線 と 区 別 が つか な く な る で し ょ 
う . この 直線 が すなわち 接線 で す . 微分 は 接線 を 求め る 方 法 
と 言っ て も いい で すか ら , この 意味 で 微分 と は 曲線 の 一 部 
分 を 無限 に 拡大 する こと な の で す . 

それ で は どん な 曲線 も 無限 に 拡大 すれ ば 直線 に な っ て し 
まう で し ょ うか . 下図 の よう に し て 描か れる 折れ 線 の 極限 
の 「 曲 線 」 は どん な に 拡大 し て も も と の 曲線 と 同じ 複雑 さ を 
も っ て いま す . この よう な 図形 を フラ クタ ル と いい ます . 寺 
の 結晶 や 複雑 な 海岸 線 を 思わ せる 形 で すね . 
微分 積分 学 は , 自然 の 法則 を 調べ る の に 欠か すこ と は で 
きま せん . 無限 に 拡大 する と 直線 に な る と いう 描 像 は 自然 
の ある 本 質 を と ら え て いま す . し か し , どん な に 拡大 し て も 
も と の 複雑 さき を 失わ な いと いう 性 質 も また 自然 の 本 質 の ひ 
2SODSGSxde 


0 
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B. 301 
曲線 ? ヵ ニ Y1 十 sin 上 の ァ ー ァ に 相当 する 点 P で の 接線 お よび 法 線 の 方 程 
式 を 求め よ . 


SEREENEE3NS308E ご EEE っ SSSMCOSSEREORSD4oPoRGS 


まず , | 正二 sinz 王 1 で ある か ら , 
P(z, 1) 
1 あの 隊 つ UonG 


COS eoS2 


の の ュー27 和 Ts 2 
で , これ が 求め る 接線 の 傾き で ある . 


よっ て , 接線 は りー1 ニ ー テ (メー の ) 


りーー テ ェ +( テ 1 ) 


2 
法 線 は P を 通り これ に 垂直 な 直線 で 
ッ ー1 三 2( ァ ー ァ ) …  g 三 2 ァ 十 (1 一 2 巡 ) 
B.30 ど ら ど 
RM( 二 4 0) か ら 
曲線 _ み 王 ze“" 


に 引い た 接線 の 方 程 式 を 求め よ . 
88926OESCRNBSSSERHSE コ JRTCPSE2TOOWSERTB2SNESRHRGCEGRRSSACOORRCSCR7RIOTSECOUN2ODRDRR2P2Z35RDR2 和 GRASSERGRDRRGRSRSRRN 
ヶ 三 ze*" より 。 の 1・e* 十 z・e”ー( ァ 十 1)@"。 
し た が っ て , 曲線 上 の 点 P(/。 fe") で の 接線 の 傾き は 
(7 寺 1)e* で あっ て , P に お ける 接線 の 方 程 式 は 


(一 4, 0) を 通る 傾 ッ ター 好 * 三 (7 寺 1)g の (0*ー) mm ① 
き (7 填 1)e* の 直 で ある . これ が (4, 0) を 通る 条件 は 
線 を 0 一 "(7+1e(ー4-ー) mt @ 


ッ ー(7 寺 1 の CZ で あぁ る . 両辺 を の ' キ 0 で 割っ て 


十 4 

6 6e*) を ー7 テ (7+1( 一 4 一 が 

通る 条件 か ら ② を だ 十 47 二 4 三 0 … 7ーー2 (重根 ) 。 ……… ③ 
導い て も よい . を ① に 代入 し て 


ッ 十 2e パ ーーg~“( ァ 十 2) 
ッ ニ ーe~*(< 十 る 
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BB. 03 


放物線 ッ ー ニ ァ >” 上 の 2 点 P。 Q に お ける 法 線 の 交点 R の , P を 固定 し, Q を P 
に 限り な く 近 づけ る に つれ て 近づく 極限 の 位置 を N と する 。. 

P と し て この 放物線 上 の 各 点 を 考え る と き , N の 軌跡 の 方 程 式 を 求め その 
AU 


(2 の QOU9 が ) と する . 
ツー の より 27/ 三 22。 
よっ て , P に お ける 法 線 の 方 程 式 と し て 
22( ッ ー の リ テ ニー( ァ ー の 


ァ 十 2gg 一 2 ダーg モ 0 mm ③① 
を 得る . 
同様 に 。 Q(2, /) に お ける 法 線 は 
の 22 み ー28ー/ 三 0 ② 


①, ② を 連立 し , キ / に 注意 し て >。 ヶ に つい て 解く と , 
R の 座標 (zs。 %x) が 得 ら れる : 
xs ニー2gg(o 十 め ), 3 各自 , 確か め よ . 
m 三 の 十 e8 十 選 十 (1/2). 
と こと で , / つ oe と する と , N の 座標 ( ズ , ) と し て 


ダニ テー4/〆。 
アテ 3g 十 (1/2) 
が 得 ら れる . これ か ら e を 消去 する と, 
ー 273 2 誠 ダ 
=3(⑬74 )* 二 (1/2) 3 3 
と な る . よっ て , 求め る 軌跡 の 方 程 式 は を の 式 に 代入 . 
ん 2 


この 曲線 の 概 形 は 右 図 の よう に な る . 

曲線 は ヵ 軸 に 関し 対称 で , 点 (0, 1/2) で ヶ 軸 に 接し て 
いる . また , 放物線 = ニ ァ * と は 2 点 ( 土 72 2) で 交わ 
っ て いる 。 


弧 PQ が 円 弧 な ら P, Q に お ける 法 線 の 交点 は 円 の 中 心 で ある . 一 般 の 曲線 の 弧 
PQ は 円 弧 で は な い が , 微小 な 部 分 な ら , 円 弧 で 近似 で きる と 城 え て , その 近似 円 の 中 心 を 
求め た わけ で ある . B.213 で 用 いた 用 語 に な ら え ば , N は , P に お ける 曲率 円 の 中 心 (曲率 
中 心 ) と いう こと に な る . 


722 3$3 微分 法 の 応用 


B.3024 
つぎ の 各 関 数 の 増減 を 調べ , 極大 , 極小 を 与え る の 値 を 求め よ . 
ヶ デ Sinx(1 十 cosy)。 定義 域 0 ミ ァ く 2Z 


の cos (1 十 cos) 十 sinr( 一 sin) 
cos 々 十 cos* ァ ーsin* ァ 
cos ヶ に 統一 す る . 影 三 2cos?* 十 cos ァ ー1 
三 (cos 十 1)(2cos ァ ー1) 
まず , cosr 十 1 和 テ 0 で ある . 
(等 号 は *=z で 成立 ) 
まり Sc2 欠 590 
bd 


に ーー と ey の た 
CoS メ ー ラ た 示 (7G(( は の 3 


以上 で , 昌 


cosz> テ ーー 0 ミ ヶ ぐ 訪 ま が かま 学 <z<2z 


1 
COS 之 て 2 


を > を < くう を 

も いえ た . 

ァ > デー ァ で の テ 0 用 
だ が 極大 で も 極小 

で も な い . ( 答 ) 極大 値 を 与え る の は = 


アア 
3 
極小 値 を 与え る の は ィ ニ ーー 


の 三 0 と な る の 値 を 求め る だ け で は , 増減 表 は 作れ な い ! 
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B.305 
関数 7(z) ニ ーー 


ば 


+ の 極小 値 を 求め よ . 


了 還 分母 は 0 に な ら ぬ か ら , プア (>) は すべ て の に 対し て 定義 き  $ z*ー ァ +1 


れ た 微分 可能 な 関数 で あり , =( ェ ー す ) + オ 
7 の 4(z2ー ァ 1) 一 (4 ァ 十 3)(2 ァ 一 2E62 ニ 7 
6 (“デー ァ 十 1)* (z*ー ァ 十 1)* 


より げ ( ヶ ) は 一 (4z* 十 6 一 7) と 同 符号 で ある . よっ て , 7(z) が 極 
小 。 すなわち , (>) が ー か ら 十 に 変わ る の は 
4z? 二 6 ァ ー7 三 0 の 小さ い 方 の 解 ーー97 -。 
の 前 後に お いて で ある . 
アプ (z) の 分 子 の 計算 を みる と , (>) ニ 0 と な る > テ = テ o に 対し て は る $ 了 ア (@②=0 を 利用 


4(〆ーg 十 1) テ (4g 十 3)(2g 一 1) し て 7 げ (@) の 計算 
e 4g 十 3 4 レコ ンジ 4( (CS 性 
じ 選 33 0 の デー ニー Te し て いる 。 
と な る か ら 
誠 4 ー8  _ 10 一 2737 
極小 値 =7(②) 5 7 


[ 注 ] 極小 値 を 実直 な 計算 で 求め る の は タイ ヘン で ある . o が 4g@ 二 6g 一 7 三 0 を 満た す 
値 で あっ た こと を 利用 する と, 


の e+1ー テ (4 の 6g 7) っ 61 ユー -3 e+ 計 


と な る の で , 少な く と も 分 母 に お ける 〆 の 計算 は 避け られ る . 


し か し , 上 の 解答 の よう に 〆ーg+1ー テ (4g 十 3)(2g-1) を 利用 する と , さら に 簡単 に 


計算 で きる の で ある 。. 
上 で 用 いた テク ニッ ク を 一 般 化す る : 


が (⑦)= ニ の に お いて (の =0 (の (の ⑦ キ 0。 の (の キ 0) な ら ば 


(の 2( の ーー z(@) の (2) ニ 0 で ある か ら 


(0 シン ( の 
2 の の) の 


と な る . この 関係 は , 分 数 関数 の 極大 値 。 極小 値 を 計算 する の に 便利 で ある . 
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B.306 
つぎ の 各 関 数 の 極大 値 , 極小 値 を 求め よ . 
(SO (2) g(z) テ e" 十 ge~“ 十 2cos 


coS 十 Sim と 


周期 2x の 周期 関 萌 (1) 0 人 ミ z? く 2Z で 考え れ ば 半分 で ある , 


数 だ か ら , 幅 が 
De の 分 母 が 0 と な る テー ジテ 。 プ 以外 の x に 対し て は 
れ ば 十分 で ある . ア ( ぷ = coS* ァ ーSin* ヶ 
(cos 十 simr)* 
? 0 _ (cos ァ ーsin)(cos 補 十 cos siny 十 sin 引 ⑳ 
Sm て 2 一 cosr (cosz 十 sinr)* 
2 十 sin 2 


ー2(coszTsino CO テーSn2 


プア (>) テ 0 を - cos sinz 
8 3 時 5 
= ァ ー ィ 39/GlG 電 5 4 々 
(>)>0 を つ cos*>sin 


ェ ーー 0Sz< 二 ES の すく と く 2 ァ 


以上 を 考慮 する と 増減 表 は 下 の よ うに な る . 


( 答 ) 極大 値 =( そ )= マ と 極小 値 = 7( 生 = = 


この の (z) の 表 式 (2) の (>) ニーgー2sin 


か ら は の (y) の 符 の (>) ニ の 二 e"ー2cos 
号 は わか り に くい . ごち で ,。 作 間 の le 対し て 

@ 十 @“ 生 27 ee ー2 呈 2coS 
の (z) の 符号 は わ 区 …. 任意 の ァ ヶ キ 0 に 対し て g の 7(?)>0. 
か りや すい . それ し た が っ て , の (z) は と の 増 加 関数 で ある . 
を 利用 し て g(z) そし て , の (0) 三 0 で ある . それ め ゆえ, 
の 符号 を みる . 


ァ く 0 で は の g(z) く 0, >0 で は の ()>0 
が いえ る . これ か ら 
( 答 ) > ニテ 0 で 極小 値 4, 極大 値 は な い . 
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BB.30 プ 


つぎ の 各 曲 線 の 増減 。 凹凸 を 調べ て , その 概 形 を か け . 
また , 変 曲 点 で の 接線 も 図 に 書き 込め . 


(1) テッ パ ー4z"* (2②) 


( 1 ) / テ 4z? 一 12x*ー4 ァ 人 ( ァ ー3) 0 2 3 
12z*ー24 ァ ー12>( ァ ー2) 
これ より 増減 。 凹凸 は 右 の 表 の よう に な る . 


NNE RSS SE 上 
|z| > 0 ヽ -1e さ -27 ラフ 


だ た だし) で ご で ) いら お よび 2。 き は も れ 当 が I ド 回 凹 G 減 
少 。 増加 , お よび 上 に 凸 で 増加 , 減少 を 表す . 

これ より 変 曲 点 は (0, 0), (2, 一 16) で あっ て , (0, 0) で の 接 
線 は ヶ 軸 で ある . 

また , の |.-2 ニ ー16 より (2, 一 16) で の 接線 は 

ッ タデ テー16z 十 16 で ある . 


? 軸 方 向 を 緒 め て 
描い た . 


。 4(Z2 キ ーー472Z _ 三 4(z 一 1 
(@2 和 7 覆っ ( た 写 
CE (22 三 2260522 
9 の" ニー4・ (x+1)* 
ー8z(z"ー3) 
( 雪 結 剛 
奇 関数 だ か ら , > 和 テ 0 の 範囲 で 増減 。 凹凸 の 表 を 
作る と , 右 の よう に な る . 
変 曲 点 (0。0), ( ツ 3 , 7 3 ) に お ける 接線 の 
傾き は 


の |。- 王 4。 の |: な テー17/2 
で ある . 
まめ 82 jim y 三 0 より , > 一 eo で 軸 に 尊 


近 す る . 


和 洗 意 | 変 曲 点 で の 接線 を 引い て , その 左右 で 曲線 と 接線 の 上 下 が 入れ 替わる こと に 注意 す 
変 曲 点 附 近 の グラ フ の 概 形 が より それ らし く 描 ける . 
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つぎ の 各 曲 線 の 概 形 を 描け . 増減 だ け で な く , 凹凸 も 
lim ylog ァ ー0 を 利用 し て よい . 


調べ よ . 必要 な ら , 


( 呈 22 (2) 2 ヵ ー ァ logy 


(1) テーe (一 2z) テ ー2ze~ デ 
の" テー2ge- デ ー2zg' 三 2(2z2ー1)e- デ 
偶 関 数 だ か ら , > テ 0 の 範囲 で , 増減 ・ 凹 凸 え 表 に ま 
の 2 


IN 小骨 ま 
し か も , im e-“ー0 だ か ら , グラ フ は 。 つ ーco で ヶ 
軸 に 河 近 する . よっ て , グラ フ は , 左 図 の よう で ある . 


( 2 ) が 1・1og ァ 十 ・yーーlog ァ 十 1 


し 
7 三 了 >0 


⑩ e (<) 
(-e) 一 0 + (@) 
本 


ー 由 


2 王 ィ log 


(0) ぃ ふ -@! 人 (eo) 


2 Inn Hm ヶ log ァ 0 より 左端 で 原点 に 近づく が , 
NN が 5m99 だ か ら , ここ で 曲線 は ヶ 軸 に 接し て い 
2 


[ 注 ] グラ フ を それ らし く 描 く 上 で 増減 や 凹凸 を 調べ る こと は 大 切な ポイ ント だ が , 増減 
や 凹凸 を 調べ て みて も 絶対 的 に 正確 な グラ フ を 描く こと は どの みち 不可 能 で ある か ら , 本 
問 の よう に 特に 指定 され た と き は 別 と し て , 凹凸 の 状況 を 仔細 に 調べ ず に グラ フ を 描く こ 
と も 許さ れる . 増減 ・ 凹 凸 と いっ た 曲線 の 局所 的 な 性 質 よ り も , むし ろ , 定義 域 ・ 値 域 。 あ 
る い は 対称 性 や 尊 近 線 な どの 大 域 的 な 性 質 を 調べ る こと の 方 が 。 グラ フ を 描く 上 で 大 切な 
の で ある . mg A 3.3。B.310 


$3 B 篇 (演習 問題 ) 72Z 


つぎ の 各 曲 線 の 変 曲 点 を 求め よ 。 
Moe が 人 .g 圭 | (全う 


( 1) 4z"。 7/ 三 12z" 
ァ ー テ 0 に お いて の 0 と な る が , 
ァ ぐ 0 に お いて の ">0 で あっ て , 》 は 下 に 凸 , 
ァ >0 に お いて も ゲッ >0 で あり , は 下 に 凸 で ある . 


PS ( 答 ) 変 曲 点 は な い . 
2 ァ テ 0 る の |:-o は , 導 関 数 
(2) | 人 0 を 求め る 公式 で は 
の あま Seeo0 es ァ >0 計算 で き な い . 
2 夫 04 eo [] 
| 2 ァ ン ジン 0 
ッ ー2 RCCCCCLLD ァ く 0 
で ある か ら 。 


が SO0) に 3 お MSRG 00 グラ ジン は 記 に 凸 
ァ >0 に お いて の ッ >0, el 
し か も , 0 に お いて ヶ は 連続 で も る か ら , 
( 答 ) 変 曲 点 は (0, 0) 
(8 ) 2 ニッ ーッ の ゲ デ 1 一 (一 3z-9 三 1 王 8z-* 


9 ニー12z“ ニ ーー 


っ 
ァ く 0 に お いて >0, 》 は 下 に 凸 
ァ >0 に お いて の "< く 0。 ヶ は 上 に 凸 
と な り , x テ 0 を 境 い 目 と し て 凹凸 が 変化 する が , ヶ 三 0 で ヵ ヶ は 不 連 
続 で ある . 
よっ て , ァ テ 0 で も 変 曲 点 に は な ら な い . 
( 答 ) 変 曲 点 は な い . 
[ 注 ] (2) の ゥ ヵ について, |。-。 の 値 は , 微分 係数 の 定義 に さか の ぼっ て 求め る と 


より , |-。 三 0 
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ゆえ に ヶ は ァ ー0 で も 微分 可能 で は 連続 で も る . し か し の "に つい て は , 
im 学 弄 ーッ ァ , jm ーー0 2 と な る こと か ら 。 の | 。=。 は 定義 で き な い . つま り , 曲 


ヵ ムー+0 ヵ ーー0 
線 ゥ ニッ |z| は , = テ 0 で 変 曲 点 を も つが , |。-。 ニ 0 で は な い の で ある ! よく 「(@ 

7(@⑦) が 変 曲 点 で - 飼 (②⑦=0」 と 気楽 に 考え が ち だ が , 以上 (1), (2) の 結果 か ら わ か る よう 
に (= ニー0 は , (2,。 (の ⑦) が 変 曲 点 で ある た め の 必 要 条 件 で も 十分 条件 で も な い ! ms 
A3.2IV 

な お 。(3) で 示し た よう に ヶ ? が 不 連続 な 点 は 。 凹凸 の 変わ り 目 で あっ て も 変 曲 点 で は な い . 


B.310 一 ーー ーーー 2 
つぎ の 各 関 数 に つい て , 増減 。 凹凸 。 漂 近 線 な ど を 調べ て , グラ フ の 概 形 を 
描け . 


(6) 二 生 こ な 


②⑦ 9 の =  @ 4 の =- 半 


サ デ aeil 


( 1 ) まず , (一 >) ニ テー7(>), すなわち , が (z) は 奇 関数 で あ 
り , テア (>) の グラ フ は 原点 対称 で ある . 


紙面 の 都合 で 途中 共 72( の YO り 呈 シ ン 三 22(Z2=9) 
の 計算 を 略し た . MC2 Q+zP 7( タ ーー で + > 
各自 。 確か め よ . より , > に よら ず (?)=0 で , 7(z) は 増加 関数 . 


(0)= ニ が (0)= ニ 0 より 原点 で > 軸 に 接し て いる . 
また , =ー0, キ Y3 で ア ( 々 ) が 符号 変化 する の で , こ 
れ ら は 変 曲 点 の > 座標 で ある . 


割 算 し て (>) ニ ァ ーー エー ュ より Hm(7(<) 一 引 =0 
と な り , 直線 ? 王 ァ が 河 近 線 で ある . 


( 2 ) の ( ヶ ) は 奇 関 数 で 。 ニーg( 々 ) 

の グラ フ は 原点 対称 。 

各自 確かめ よ . 囚 ァ 三 土 1 で 分 母 が 0 と な る の で ,。 ァ =ー 土 1 で グラ フ は 不 連続 . 
ァ ^(3ー? う の (ーー 人 ( 二 9) 


の (y) ニ (1ーz7)2 (1-z7) 
RC 加 
9(>) | 0 十 0 一 
ニー 


人 


| % 0 プ (eo) 
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ァ ー1。 また は ァ ーー1 の と き |g(z)|- に oo と な る か 
ら , 
直線 > デニ 土 1 は 漂 近 線 
で の 上 ま だ 


ァ 
1 一 2? 
直り lim (gy) 一 (一 ァ )) 王 0 と な り , 直線 ッ ニ ー ァ が 洒 


近 線 . 


の?) デー ァ 十 


( 3 ) z) は 奇 関数 で , ゥ =(x) の グラ フ は 原点 対称 . 
分 母 は 決し て 0 に な ら な い 、. 

ーー の ミコ 9) 
が (⑦ー ビ TTP が '(Z) 三 (x+1) 5 


また im ( ヵ ) 三 0 より , >) の 増減 表 は 下 の 通り . 


| gz [Co -77 コー 0 1 7 
が (る ) | き RSS 


が (⑦) | ー 


の | 中 
2 WS 
AO ャ マーク そこ の クシ 000 の う 


9A 
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B. 311 

7 の Te この と する . ヶ ー ア (z) の グラ フ を 描け . た だ し 。g>0 と 
する 。 


)= 科 1)( ヶ ーZ) 一 {2 ァ ー(2 十 1)) 


(2 ( ァ ー1( テ ーg)* 
ッ パ ー の _  ( ァ 土 2 )( ァ ー ア 2 ) 
(2 当り We 語 の: (z-1) ァ ー の * 


ア (z) の 分 子 を 0 と する ヶ の 値 土 2 と 分 母 を 0 と する ヶ の 値 1, 2 の 大 小 に 注目 し て 
(1) >1 (⑪⑬⑪) <2 テ 1 伸 0<Z<1 の 各 場 合 に 分 類する . 


ヽ -1/(/Z+17 2 ie 2 ーー17(7Z-1 


合 ) 


(の ) ー 0 十 0 = ( 隊 
7 | 0 ヽ -VZ+D7 ノー フーー17(72- さ ーie 0 


[ 注 ] z が 変化 する に つれ て グラ フ の 形状 は 少し ずつ 連続 的 に 変化 し て くる の だ が , 1 
の 場合 (G⑪) に 劇 的 な 変貌 を 遂げ る . 
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BB. 31 


(1) テッ ァ *log (2) ヶ 


の 各 関 数 の グラ フ を 描け . 


> 
]og 


"gm ー0 を 用 いて よい . 


7e7ll ラ Imm220Ogg 必 雪 0。 Im 
マー 二 0 エー 


(1) /ー3z21ogz 二 yk ァ ーー3z 人 (1og 十 1/3) 
9" 三 6ylog ァ 十 3z・ ァ ー 十 2 ァ ー6x(log ァ 十 5/6) 
定義 域 ァ >>0 に お いて 増減 ・ 凹 凸 は 下 表 の よう に な 
る . 


し か も , Him 2? 三 lim "log ヶ 0, 
メー+0 マー+0 
jim 7 3 lim z*1ogr 十 lim >*ー0 
だ ます ) テー キ 0 エー+0 
だ か ら , 曲線 は , 原点 で > 軸 に 接する . 
( 2 ) まず , =1 の と き 分 母 が 0 と な る の で , 1 で は 定義 きれ 
な い が , limlg|=o より , 直線 デニ 1 が 洒 近 線 . 


1og ァ 1 /_ 2 一 logz 」 り る 各自 , 確か め よ . 
(logz7 ツー ェ >ogz) ッ 


(0 wie 2 の 2 の) 


jmmy=Gimo( ma 
5 放電 
9 ーHBm (ez の いり 
より , 曲線 は 左端 で 原点 に 近づき , そこ で ry 軸 に 接する 形 に な る . 全 


の 衝 人 和 ま 上 図 は 有 の 方 を 少 
また, の より 右 遠 方 で は いく ら で も 上 昇 し し 緒 め て ある 。o 


て w ぐ 、 027 edit 
ある . 
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(の) 三 る 5 二 2 ちあ る 
(1) lim げ (⑦) 一 (y 二 の) ご 0 を みた す Z の 値 を 求め よ . また , この の 値 に 対 


し , 曲線 ? ニ 7() と 直線 ? ニ ァ 十 2 と の 交点 を 求め よ . 
(2) 7(z) の 増減 と 極 値 を 調べ て , ッ ー7(z) の グラ フ を え が け . 


[アラ ローチ A 3.5 1 で 示し た 考え 方 を 利用 すれ ば , > が 十分 大 きい と き , 
EN 
ず ダー ダーz(1 ュ ーー) sa(1 = ァ 1 で ある か ら 。 2 ニー と 予想 が つき ます . 


3 3 
(⑳⑩) 朋 (2) 三 (2En2) 


(ぷー ァ ツ ー(z 十 の )" 
(9ー ァ の 7 リーz ァ (> 十 の 十 (z 十 の 

寺 2 りり に た 議 ① 
ダァ 一 2y5 二 7 上 リッ 9ー ァ "7( ァ 十 の ) 十 (z 二 の) 

ー(1 二 32) 一 3g27z ーー の ァ 
一 2z サ キップ キー タ "(1 圭二 oz) 


また , ヶ 三 (>) と 2?ー ァ 6 (2 テー1/3) と の 交点 の > 座標 は , 

① の 分 子 =0 と お いて , > テ 1/9 と な る . 
1 2 
ょ っ て , 交点 は (ふぁ ー す ) 
3z“ー2 ァ 3 ァ ー2 

0200 ーー 
2 9 3(%ー ァ 5 3z き (メー1)# 

これ より 7(z) は 連続 で ある が , ア (x) は ヶ =0, 1 で 定義 され ず , 
げ (>) の 増減 表 は 下 の よ うに な る . 


極大 値 =/(0)=0, 極小 値 =/( そ )=- マー 
そし て , 1) の 結果 より 
りー ィ ー テ が 滞 近 線 で ある . 
また , iml)| ビ = liml( 々 ) | 
より , ヶ テ 7(z) は (0, 0), (1, 0) で ヵ 軸 に 平行 な 接線 を も つ . 
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B. コ 14 ニーーー 


出 上 9 / 2 ー の " 00 の 


ヶ に つい て 解く と ッ ニ エ ァ 3 一 ァ 

よっ て ,。 7(z) テ ァ /3ー ァ > 
と お け ば , 曲線 ど は , ッ ニ (>) と 2 テー7(y) の 2 関数 の グラ フ を 
合わ せ た も の で ある 。. 

この 両者 は > 軸 に 関し 対称 だ か ら 。 まず , ヶ 王 7(z) を 調べ る . 


(1) 定義 域 : z(3-ー ァ )=0 より ys3. 


② 増 厳 : 7(z こら 


| * く 2 で (>)>0, 7(y) は 増加 
2 く ヶ < く 3 で (>) く 0, (>) は 減少 


2 ミー ニョ ーー2U5 の 二 ⑳) 
ァ く 3 で つね に (>) く 0 で あり , ア (>) は 上 に 凸 . る あわ て て , 


ァ ー4 の と き 変 曲 
点 と し て は いけ な 
い 、 

端 の 京 付近 を 特に 
調べ る こと も 大 切 . 


(4) 定義 域 の 端 の 点 
Jim (<) ニ ーo で ある か ら 


ッ デ テア (>) は 右端 (3。 0) で ? ヵ 軸 に 平行 
な 接線 を も つ . 


(5) > 軸 と の 交点 : 

ァ テ 0, 3 で ヶ 軸 と 交わ り , 
(0)=Y3 より , 原点 で の 接線 は 
ター マッ 3 。 

以上 か ら , デパ (>) は 右 図 の よう に 
な る . 

曲線 ッ ニ 7() に , これ を ヶ 軸 に 関し て 裏返し て 得 ら れる 
曲線 ッ ニ ー7(>z) を つけ 加え る と 求め る 曲線 に な る . 


(6) つなぎ 目 と 交点 : 
右端 の (3。 0) で は ? ニ エ パ (z) が と も に ヵ 軸 に 平行 な 接線 
を も っ て いる の で 。 なめらか に つなが る . 
原点 で ッ ニ 土 げ (z) は 交わ り , 交 角 は 60'" で ある . 以上 の こ 
と か ら 曲 線 じ は , 右 の よう な 曲線 と な る . 


ルー プ を も つ 曲 線 
で ある . 
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B.315 
時 刻 # に お ける 動 点 P の 座標 は 
ァ ーcoS77。 92 王 Sim277 
で 与え られ て いる と する 。. 
動 点 P の 軌跡 の 概 形 を え が け . 


[アプ ロー チ > 媒介 変数 表示 され た 曲線 は わざ わざ , 媒介 変数 を 消去 し な く と も その まま の 
形 で 概 形 を 考え る 方 が 簡単 な こと が 多い . 


了 叶 まず , 周期 2 の 周期 運動 だ か ら 0 ミ 7 ミ 2 で 調べ れ ば よい . さ 
ら に 

(cos z(7 寺 1)。 sin 2z(7 填 1)) ニ (一 cos Z7。 sin 2Z7) 
より 軌跡 全体 は 。 0 ミ 7 ミ 1 に お ける 軌跡 と これ を ? 軸 に 関し て 裏 返 


し た も の か ら 成 る . 
@ の 7 3 
3/4 1 CA 
/ の 刀 Sin Z/ 
装 5C// 
み 三 2Zcos2Z77 
2 滞 富 


2z(2cos*z7 一 1) 


ー4z( cos Z7 十 ー cs 77 


還 還 還 計上 生 2O 
つま り , 7 一 0 の と き , 点 (1, 0) を 出発 し て 座標 が 減少 ( 左 
方 ) ヶ 座標 が 増加 (上 方 ) する 方 向 に 点 (1/Y2 , 1) まで 移動 . つ 
いで 左下 方 に 点 (一 1//2, 一 1) まで . そし て 今度 は , 左上 方 へ 
点 ( 一 1, 0) まで 移動 する . 
また , 7 一 1/2 の と き , = テッ テ 0. すなわち 原点 を 通り , 


の ヶ _ 2cos2z/ 5 まっ 
の zlz=iz sinz/ 55 だ か ら , 原点 で , 直線 王 2Z 
に 接する . 
> | 区 | な 
02203 @ の leeo の 本 に だ か ら 。 点 0) 


(一 1。 0) で ? ヶ 軸 に 平行 な 接線 を も つ . 
以上 より P の 軌跡 は 左 図 の よう に な る . 


[ 注 ] この 図形 は リサ ジュ ー (Lissajous) 図形 と 呼ば れる も の の 1 つ で ある . 
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原点 0 を 中 心 と する 半径 ヶ ( ヶ >1) の 定 円 C。 に , 半径 1 の 円 が 内 接し な が 
ら す べら ず に 回 転 する . 円 どの 周 上 に 固定 され た 点 P が あり , C の 中 心 が 点 
B( ヶ 一 1, 0) に ある と き は , ちょ うど 接点 A( ヶ , 0) の 位置 に ある も の と する . 

ヶ 三 3 の 場合 に 円 と が 円 C。 内 を 一 周 す る と き , 点 P の 描く 曲線 の 概 形 を 描 
け . 


[アプ ブローチ うま い パ ラメ ー タ を と っ て P の 座標 を 表 き な く て は な り ま せん . 


円 どの 中 心 QG が O の まわ り に 正 の 向き に の 
回 転 し た 場合 を 考え , 2 円 の 接点 を R と お く と , 
すべ ら ず に 回 転 する 
と いう 条件 か ら 
円 C。 の 弧 AR の 長 さ = 円 どの 弧 RP の 長き 
で あり , AOR= の 9 で ある か ら QP は QR を 人 負 
の 向き に 3 回転 し た も の で ある . 
0 (OR ) は 軸 か ら 9 回 転 し た 方 向 に ある か 
ら , QP は , 結局 。 z 軸 か ら 
の 十 ( 一 3 の ) ニ ー29 
回 転 し た 方 向 に ある . よっ て 
ーー cos の \ 一 - /cos( 一 2 の cos 2 の 
0G-2( 3 。 ) 0 に 
0 の 2 
2sin の 一 sin2 の 


OP=0Q+GP=( 


ゆえ に , P(Z。 の ) と お く と の 0 28 ア NUMzBS22z 
で 2 
ヶ 2sin 9 一 sin 2 の | 重 2 E 09 
k2 4 2 = 
ーー2Sin の 一 2sin29 2 トク の mw で 
テー2sin (2 cos の 十 1) 補 0 人 二 計 昌 0 且 王 :iN0 
し 人 
0 2cCos 9 一 2cos29 了 ) 0 ノ 3 Ri) 9 ア MI0 


三 2(2cos 9 の 十 1)(1 一 cos の ) 
と な る の で , の の 値 に と も な っ て , ヶ , ヶ は 右 表 の よう に 変化 する . 
の 


ーーーー え こ 入 
2 の と な る の に 対し て 


2104 
の _ @ / み 1 一 cos の の り 2 sin( の 2) _ の 


の 29/ の simg sin9 cos( の 2) 2 
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で ある か ら 
史 |。 ーー3, mm 先 7 
回 多 に つ 
2 4 


だ か ら , の 3 の 3 9 の 0 に 対応 する 点 で , 


それ ぞ れ 傾き , 一 "3, 3, 0 の 直線 に 接する . 
よっ て , 点 P の 描く 図 線 の 概 形 は , 右 図 の よう に 
な る . 


研究 直線 上 を すべ ら ず 回 転 す る 円 の 周 上 の 点 の 描く 軌跡 で も る サイ クロ イド (cycloid) 
は 有名 だ が , 本 問 の よう に 与え られ た 円 の 内 側 を すべ ら ず に 回 転 する 円 周 上 の 点 の 軌跡 も 
内 サイ クロ イド と 呼ぶ . 外側 の 円 の 半径 を ァ , 2 導 を 1 と する と , 内 サイ ク 
ロイ ド は 
ァ ー( ァ ーー1)cos の 十 cos( ァ 一 1)9 
| 
と パラ メー タ 表 示さ れる . 特に ケ 三 4 の と き は 
ァ ー3cos の 十 cos 39 三 4cos* の 
際 3sin 9 一 ーsin 3 の 4sin* の 
と 37 が 20 有名 な 星 形 (asteroid) と 一 致す る . 


一 方 , 外側 を すべ ら ず に 回 転 する 円 周 上 の 点 の 描く 軌跡 を 外 サ イク ロイ ド と いう . 
因みに , 軌跡 を 描か せる 点 を , 動 円 の 周 上 で な く , 円 の 内 部 に と っ た と き に で きる 曲線 
は トロ コイ ド (trocoid) と 呼ば れる . 


外 サ イク ロイ ド 弄 トロ コイ ド 


$3 B 篇 (演習 問題 ) 73Z 


BB. 1 プ フ 
0 ミ ァ <2z の 区 間 に お いて , 2 曲線 

ッ デ 2simnr ーー 0 … の tt ①), ッ デ 6 一 coS2 ァ ーー oi の の ②) 
が 接する よう に 定数 z の 値 を 定め よ . 


[アプローチ > 2 曲線 が 点 P で 接する と は 。P を 共有 し ,。 か つ 
P に お ける 接線 が 一 致す る こと で す . 


① よ り が 2cosx,⑨② よ り = テ 2sin2z だ か ら , 
①, ② の 接点 を P(@。 8) と する と , 
/ デ 2sing デ gg 一 coS2 タ mm ③ 
(Co に ルーツ (に )1 1 の 2 ん 記 記 主夫 ④ 
が 成り た つ 、④ よ り 倍角 の 公 
CoS @ 三 2Sim の COS@ 
cos ge 三 0, また は sing テ 1/72 。 ……… ④/ 
0 ミ sg<27 で ④' を みた す 々 は と た 6. 6 
e 王 Z/2, 3Z/2。 Z/6, 5z/6 の と きど ちら も 


ニ ヵ 
これ ら を ⑨ に 代入 し て g=1。 3 20 


B. 318 
2 曲線 ヵ ヶ log(2z 十 9) ……… ①), ッ デ テ g 一 logy ーー ……… ② 
が 直交 する よう に 定数 々 の 値 を 定め よ . 


[アプ ロー チ > 2 曲線 が 点 P で 直交 する と は ,P で 交わ り 。 か つ 
P に お ける 2 曲線 の 接線 が 直交 する こと で す . 


Po コ 2 2 
① よ ょ より の ニラ テイ 3* ⑨② よ り = ェ で ある か ら 
①, ⑨② の 直交 する 交点 を P(z。 ) と する と , 
g@ テ log(2z 十 3)=Z-log?6 mit 《) 


( 語 9( 二 コー ーー e 2 詳 P 


が 成り た つ . ④ よ り 2Z〆 十 832 一 2= テ 0 …. (2g-1)(< 十 2) テ 0 


2>0 だ か ら gー テ これ を ③ に 代入 し glog2 


[ 注 ] z の 値 を 導く だ け な ら ③, ④ よ り glog ge(2Z 十 3) 三 Iog2 と し て も 良さ そう だ が , 
③, ④ を みた す の 存在 を 確か め て お きた い . 
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B. 31 


(1) 2 曲線 ダー アー2, xy 三 3 は 直交 し て いる こと を 示せ . 
(2) 2 曲線 * ア ーー2。 ァ * 十 2z み 一"ー8 は , 45" の 角 で 交わ っ て いる こと を 示 
Hg 


[アプ ロー チ > 2 曲線 が , 角 々 で 交わ る と は , 交点 に お ける 両者 の 接線 が 角 o で 交わ る こと 
1G 寺 9 


(1) ァ デ ー7“ー2 CE ①), zy 三 3 OECD ② を 連立 . 
② よ り ッ ーー ……⑨ と し て ① に 代入 する と アー ュー2 

?2 に つい て の 2 式 の パー2 ァ *ー9 三 0. 

次 方 程 式 . この 方 程 式 は , 正 ・ 負 あわ せ て 実 根 を 2 つも ちち, この 値 を ② 


に 代入 する と , ヶ の 実数 値 が 定まる . し た が っ て , 曲線 ① と 曲 
線 ② は , 異な る 2 点 を 共有 する . 
さて , ① の 両辺 を で 微分 する と 2 一 2%/ 0. …… 02 
また , ② の 両辺 を で 微分 する と 2? 十 z/ 三 0. …… (の 4 
①', ⑨' より , 共有 点 P(e。 8) に お ける 


の 接線 の 傾き zu 一 飼 。② の 接線 の 傾き ニー と 


7217722 三 一 1. 
よっ て , ①, ② の 共有 点 P で の 2 接線 は 直交 し て いる . 目 


(@2 め マー?“ー2 お 5O2ODO ①, ァ * 十 2zy 一 の“ 王 8 BODOCOC つ 《) 

を 連立 し , ③--① を 作る と zz 三 3 ……… (② 還 を うる 5 
① か っ つっ ③ よっ て , 2 曲線 ①, ③ の 交点 は (1) で 扱っ た 2 曲線 ①, ⑨ の 交点 と 一 

ぐう ① か うつ ② 致す る . 
③ の 両辺 を > で 微分 する と 
2 ヶ 十 2(2 ヶ 十 z の 一 2 ヶ み / 三 0 
(》ー ァ ) の デー ァ 二 2. 

これ より , 交点 P(2。 2) に お ける 


の 接線 の 作 き エム 
そこ で ,P で の ①, ③ の 接線 と > 軸 と の な す 角 を の , ゅ と し , 
の 一 め ゆー の と お く と 
7 三 tan の 。 22 三 tan の 


7223 一 221 
1 十 74123 


tan の tan( ゅ ーー の) 
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tan の デ 1 三 tan45" る の 0 
ゆえ に 。 2 曲線 ① と ③ は ,。 45*" で 交わ る . 自 8- の こす や 


[ 注 ] (1) の 結論 は , 2, 2 の 値 を 求め ず に 導 け た . し た が っ て , 一 般 に 2 曲線 “ーーZ, 
yy 王 の ち は 。 交わ る な ら ば , 必ず 直交 する . (2) で も 同様 で ある . 


B. 8 ら 0 
曲線 ッ ー プ (⑦) ニ ー ニ ーー ァ 上 の 7(z) を 極小 と する 点 は 1 直線 上 に ある こと 
を 示し , その 直線 の 方 程 式 を 求め よ . 


_ sin* ァ 十 sin ァ ー1 
COS* 


ANY 5) 


7(⑦ ニ ーー ー ュ 


COS* ア 


テー: (smz+ 
COS“ ア 


いま , 
(/5 -1) ① 


刀 3 
0 くく 2 で sine 三 2 


と な る 角 々 を と る と , 0 ミ ァ <2 ヶ に 限れ ば , ア () の 符号 が 
ー か ら 十 に 変化 する の は , ヶ テ e の 前 後に お いて で ある 。. 

一 般 に 7(z) の 極小 を 与え る 点 (>, ヶ ) は , (<) の 周期 性 
を 考え る と , z を 任意 の 整数 と し て 


還 

ーー 半生 ーー 

9 一 (2zz 十 の ) ニ ー ニ ーー(2z 十 の ) 

で 与え られ る 。 
2 に 3 PF ミミ ミミ さす (②) 4 (る) % 粒 克 と す 

⑧② が 求め る 直線 で あっ て , ① よ り る 点 も 1 直線 上 に 
5 5 計 訓 ある こと が わか る 。. 
coS @ デ マッ 1 一 sin^o 三 2 各自 , 研究 せよ 。 


だ か ら 


s+p= 5 


7 ダ 2 の 33 微分 法 の 応用 


日 . ヨ 1 


(>) テ simz 十 gy が 極 値 を も た な い の は , 定数 z が どん な 値 の と きか . 


[アプ ロー チ > 「/(z) が 極 値 を も た な い と - つ (>) ニ 0 と な る の 実数 値 が 存在 し な い 」 と 
考え が ち で す . 


プ (?) 三 cos ァ 十 Z 
と な る か ら , (y) の 符号 が その 前 後 で 変化 する よう な の 値 が あ 
る と, 7(z) は 極 値 を も つこ と に な る . 逆 に , (>) に 符号 変化 が な 
けれ ば , 7(>) は 単調 だ か ら 極 値 を も た な い . し た が っ て , 求め る 条 
件 は , 
ア (z) に 符号 変化 が な い 
こと 。 いい か えれ ば ぱ , 
(i) すべ て の > に 対し て (>) テ cosr 十 o 和 テ 0 
すべ て の に 対し て ア げ (z)= テ cosz 十 2 ミ 0 
の いずれ か が 成立 する こと で ある . 
等 号 が 入る こと 了 (i) は 2 衝 1。(⑪) は 2 ミー1 と 同値 で ある . 
注意 . ( 答 ) g 生 1 また は og ミ 一 1 


BB. らら 
プ 7(>) テ ニッパ ー4y" 十 6Zz" と する 。. 
ッ ー ア (>) が 変 曲 点 を も つの は , 。 が どん な 値 の と きか . 


[アプ ロー チ > /(>) ニ 0 と な る が あっ て も , つね に ア 7"(z)=0 な ら 変 曲 点 は 存在 し ませ 
ん . 変 曲 点 を 持つ た め に は が ( 々 ) の 符号 が 変わ る こと が 必要 (そし て 十分 ) で す . この 事情 
は 「 げ (>) が 極 値 を も つ を げ (z) の 符号 が 変化 する 」 と 同様 で す . ( mw 前 問 ) 


ア (x) テ 4z?ー12 ヶ * 十 122 ヶ プア "(>) 三 12( ァ 2ー2 ァ 十 の 
2 回 微分 可能 な 関数 7) の 変 曲 点 は (>) の 符号 が 変化 する 点 
で ある . この よう な 点 が 存在 する の は 


重 解 で は だ め ! 叉 ァ %ー2 ァ gー0 が 相 異 な る 2 実 解 を も つと き 
5G 導 の は つ 86 5 
本 ( 拓 列 式 ) ニ ューz>0 。。 … gc1 


ア "(z) が 連続 で ある よう な が げ (y) に 限定 すれ ば , (2, げ (@)) が 変 曲 点 で ある た め に は 
プア /(Z22 ニ 0 と な る こと は 必要 で ある ( 写 - B.309 [ 注 ]). し か し , 十分 で は な い . た と えば , 
本 問 に お ける g 三 1 の 場合 や , 7(z) ニ ァ * の 場合 を 考え て みよ . 
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B. 3 ら 3 
Z を 定数 。 7(z) テ gy デーsm ァ ーcos て と する . 
ッ ー ア (z) が 変 曲 点 を も た な い 条 件 を 求め よ . 


前 問 と 同じ こと に 注意 し ます . 


アプ (>) テ 22Zz 一 cos 十 Sim, 
アプ"( 々 ) テ 22 十 sin 十 cos 
(>) は 連続 関数 だ か ら , この が ) の 符号 が その 前 後 で 変化 す 
る よう な y の 値 が ある と , そこ で , 曲線 ? ヵ = ニ パ ァ ) は 変 曲 点 を も つ 
IS が つくし レ ま う )。 
逆 に , ア "( 々 ) の 符号 が 変化 する こと が な けれ ば , 凹凸 が 変化 し な 
い の だ か ら 変 曲 点 を も た な い . 


(i) 任意 の に 対し て eo 8 
GS ゝ Ss が 成立 
0 間 任 の に HL 
すれ ば よい 。 
の 4 ee あ 7 
7 (⑦=2g+72 sim( ェ + を ) 
より 1 ) が 成立 する た め の 条 件 は 22=72 | < ぁ ぇ 等 号 が 入る こと に 
が 成立 する た め の 条 件 は 2g ミ ー72 9 注意 
EN 
生 7 ヶ また は g 生 5 


B. 4 
/(⑦)= 二 の 増 減 を 調べ 最大 値 を 求め よ . 


時 2 の ( の 2 計 5 コ 206 ョ の 
の (z) (2+zx2* (2 十 z2* 
2 の (06 こ の の 三 1 三 3 
@+27 で の aar1L/y 
ア (>) の 分 母 は 0 に な ら な い の で , 7(>) が 連続 関数 で ある こと も 
考え て , (z) の 増減 は 次 表 の よう に な る . 
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この 増減 表 か ら >| (-o) の 2 (sy) | 

1 に 

im z) ミ の か 
の と き , か つ そ の と / 0 ご 2 
き に 限っ て 7(z) は 
最大 値 を も つ . 

げ ( の = ア げ 1-73 )= 0 お ア >0 王 jim7() 


で ある か ら , 最大 値 = バ の = ユエ 8. 


. 3 ら 5 


3 
ー1 ミ ァ に お ける (ニー ュー テー ュ の 最大 値 を 求 め よ . 


[アプ ブローチ まず /(y) の 分 母 が 0 に な る こと の 有無 を 調べ る 必要 が あり ます . も し あれ 
ば , そこ で 不 連 続 と な り , 最大 値 の 存否 が 直接 影響 あう ける か ら で す . も し も 変 城 が , 
ーo ぐ く ヶ ぐ 十 oo な ら ど うな る か を 考察 し て 下さ い . 


分 母 を z(z) ニ ミー3 ァ 十 3 と お く と 
2 (>)ー3z*ー3 三 3( ヶ 一 1)(> 十 1) 


(だ が つて 一 1 の に お Wi で 
(>) 和 =z(1) ニ 1>0 
と な る . すなわち (>) の 分 母 は 0 に な ら ず (>) は 連続 で ある . 


ア ( ) (ター3z オ 9ー ヶ 3z*ー3) _ 3z^(3 三 22) 
9 (ーー3z 十 3)* ー (9ー3z 二 3)* 


これ より 
7(0) ニ 0 で ある 区 


プ ( 々 ) 
が 7(0) は 極 値 で 


は な い . 最大 値 =/( う )- き 
[ 注 ] 最小 値 求 め る に は (一 1) と lim 7(z) と の 大 小 を 調べ ね ば な ら な い . 
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B.3 ら 


9 ACG ns の 人 作 > 


ア (z) は 周期 2r を も つ 奇 関数 で ある . 


よっ て , 0 ミミ ァ で の の it… ① で の 様子 を 調べ れ ば た り る 。. 
アプ (z)2cos 十 27 3 cos2z る cos2z 

三 2(/ 3 cos ァ ー1)(2cos 十 ア 3 ) 三 2cos テー1 
① の 範囲 内 で cos z=1/73 ……… ⑨② と な る 。 の 値 は た だ 1 


つ だ け は 存在 し , その 値 に 対し , sin gy2 /7 3 . 


の を あ た 


また , 2cos 十 Y3 0 と な る ヶ の 値 は ヶ ー5z/6 で ある 。 
① の 範囲 で cosr は > が 増す と 減少 する こと に 注意 し な が ら 
ア (z) の 符号 を 調べ て , つぎ の 増減 表 を うる . 


の 4 
| DO 二 計 上 
0 7 で)ー 2 
よっ て 7f(x) の 最小 値 は 
(5z76) と パー の テー7(@) の 最小 値 る あわ て て 
で ある が 最小 値 =/( で ァ ) 
476 1 5 
(一 の = 9 ァ ー ル ( 6 ) と し て は だ め 
476 ダー バー ドッ /g 議 Ga の) 
BSID 居 最小 値 ニ ーー ミー ッ ー ア (>) の グラ フ 
を えがい て みよ . 


[ 注 ] 7(z) を 計算 し て か ら , 増減 表 を 書く 際 に , 
coS ァ デズ と 置換 する と , ー/372 1//3 
ア (z) テ 2(/' 3 マー1)(2 メ +73 ) 
と な る . これ を 基 に し て 右 の よう な 「 増 
減 表 」 を 作る と 
ー ア 3 /2 (= テ 5z/6) の と き 
2G 二 駅 9 邊 (の 寺 の の と ち 5 き 
それ ぞ れ 極大 値 。 極小 値 を と る こと に な っ て し まう ?1 
この 背 理 の 根拠 は 。 > が 増加 る と き , が 減少 し て し まう こと に ある の で ある . 
(「 増 減 表 」 に お ける ア (z) の 2 ノ 。 ヽ は N,。 ソレ と な る べき で ある .) 
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日 .3 ら フ 


0< ァ < に お ける 7(⑦)ー 全 9m 科 の 最大 値 を 求め よ . 


(る)= 二 (22cos2y)z*ー(2z 一 sin2z)-23) 


_ 2( 一 ・2cos*z 十 2cos sin ヶ ) 
アツ 


人 GOSMO(SIO の SACOS2 の 2) 細 症 証 計 謗 5 ① 
アァ" 


まず , 9( 々 ) デ sin ァ ー ァ cos の 符号 を 調べ よう . 
の (>) 三 cosー(cos*ー ァ sin マ ) 三 Sm 
微分 を 利用 し た 不 区 よっ て , 0 くく に お いて の ()>0, 9(z) は 増加 で ある . 


等 式 の 証明 . 一 方 , 2(0)= ニ 0 で ある か ら 
EKSW( 0 くく ヶ Z で つね に だ 2@)0 | 。。 CC…… ② 
NM の あの MC の ⑩、 の 056 
0 く z く zz で (>) は cosz と 同 符号 
レ だ が うつ で, 


0 く ヶ く Z2 で ア (?)>0, (>) の 
2 く > く Zr で げ (?) く 0, 7(y) は 減少 


これ より 最大 値 =/( = 


[ 注 ] 0< ヶ く Z/2 に お ける g(y) の 正負 は , 三角 関数 の 基本 的 不等式 
OS で は sin く と ぐ tan 
か ら も 導 か れる . の (z) 三 cos (tanー ァ ) と 変形 すれ ば よい . 


な お ,。 4 に お ける g(z)>0 は 。 sinr。 cosz の 正負 か ら 明 ら か で あろ う . 


研究 | 9(z)>0 を 利用 し な く と も (*) は 。 つぎ の よう に 示す こと も で きる . 

「cos> 三 0 と な る = テ 2 の 近傍 で は sinz 三 1。 し た が っ て siny 一 cosy 計 1>0 で 
ある か ら , ァ xーz/2 の 前 後 で cos z の 符号 が 十 か ら ー へ と 変化 する の に 応じ て (>) の 符 
号 も 十 か ら ー へ と 変化 する . 


2 
その 他 の > の 値 に お いて は ア (の) 人 結 (tan ァ の) と な る が ,。 tanyー ァ は 。 区 間 


(0, z/2) に お いて は つね に 正 , (z/2, z) に お いて は つね に 負 で ある か ら , > キ z/2 の 前 後 で 
は , 符号 変化 は し な い .」 
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日.38 晶 
0< の < 今 の 範囲 で (0 


sin 9cos の の 最小 値 を 求め よ . 


ンー 1 十 cos の )'sin の cos 9 一 (1 十 cos の )(Sin 9cos の )* 
7( の =* 0 B 
分 子 ニ ーsin* の cos 9 一 (1 十 cos の )(cos* の 一 sin^ の ) 
ーーcos* の 十 sin* の 一 cos* の 
テーcos* の 一 2cos^ の 十 1 
テー(cos 9 十 1)(cos?9 十 cos 9 一 1) 


ーー(cos 9 十 Dc の ーー )(cos 2 


定義 域 0 く <9 く < ヵ /2 で は cos の の 変 域 は 0<cos 9 の <1 で ある の で , 
cos 9 二 1>0。cos 9 一 (1 一 75 )/2>0 で ある . し た が っ て , (の ) 
の 符号 は , cos 9 一 (1 填 75 )/2 の それ と , ちょ うど 反対 に な る . 
そこ で いま 区 間 0 く < の く z/2 に お いて 

cos 9 三 ( 一 1 圭 75 )/2 
を みた す の の 値 を と お く と , 区 間 0 く < の く z/2 で cos の は 上 単調 減 
少 で ある こと か ら , 
@ の = 7 の <0 |「 2 | の (2 | 


の (eg。 772) = ラプ (の >0 ビ こ 
と な り , し た が っ て 7( の の 増 軸 ka 
減 は 右 表 の よう に な る . の ヽ ノ 


cos g 三 (一 1 寺 5 )/2, 0 く g く Z/2 


より 
sine=y1ーcosgー- 太 " Y 5 一 1 


で ある か ら 7( の ) の 最小 値 は , 


症 民 GOS' 
の ー ョ esa @ 


= (5 +1)/2 
1 
27 ヶ YY5ー1(y5 1 


2 5 
ー ツ ター エ (/g+7 < 学 Cst8 
と も 表せ る 


ィ 7 ダ 6 


B. 3 ら 紀 


$3 微分 法 の 応用 


アプ (>) ニ ァ 二 72 ァ ー ァ ” (0 ミ ァ ミ 2) 
の 増減 を 調べ , その 最大 値 , 最小 値 を 求め よ . 


[アプ ロー チ > 無理 関数 7/(x) に つい て は アア (y) も 無理 関数 と な っ て アア (>) の 正負 が 調べ に 


くい 。 


単に (>) テ 0 と 夢 


な る と を 求め る な 
ら ①' より 
2 ァ ー ァ "テニ ァ ー1 
を 解け ば よい . 

_ 2 土 ツ 2 
(= 2 ) 


だ が , ① の 形 
の まま で は , 
(>) の 符号 が わ 
か り に くい . 

5 [ 注 ]2 


[ 汗 I1 


ァ の 変 域 に よっ て アア (y) の 符号 の みや すい 形 が 異な 
る と ころ が お も し ろ い . 0<>< く 1 で は ② の 形 に 変形 し て し ま 
うと 了 (z) の 符号 が わか り に くく な っ て し まう . 

2" (>) の 符号 を 調べ る に は , 

ッ ター ソ 2 ァ 一 7”, ヶ デ マー1 
の グラ フ を 考察 し て も よい . また 


アプ ?) ニ 


za レア ュー の 時 の 
ep 
① よ り 直 ち に , 0 く > く 1 で (>)>0 が わか る 
1 ミ ァ < く 2 で の (>) の 符号 を 調べ る た め に ,① を 変形 する . 
ァ ー1 2 ァ ー ァ デー( ァ ー1) 
アプ (>) ニ 5 5 1 ① 
| (2 ァ ー ァ りー( ァ ー1)* 
Y2 ァ ー ァ “(2 ァ ー ァ * 十 ( ァ ー1)) 
ー(2z*ー4 ヶ 十 1) 
ー 2 ァ ー ダ (72 テー +( ァ ー 1)) 
20c 0 0 の 
2 ァ 一 y*(/2 ァ ーz“ 十 ( ァ ー1)) 
eg 三 (2 一 2 )/2 
=(2 十 72 )/2 
1 ミ ァ く 2 で は ② の 分 母 は 正 で あり , また eg く 1 く 8 く 2 で ある か 
ら (>) の 増減 表 が 右 の よう に 
7 が る = 
生れ 
最大 値 (@ の 1+72 
で ある . 
また , 7(0)=0 く 2= テ 7(2) より , 最小 値 =7(0)=0 
( 答 ) 最大 値 ニ 1+/2, 最小 値 0 


7S7il ラ 5 | 


二 訓 
es 


より , (>) は 減少 関数 で ある . これ を 利用 し て も ア ( ヶ ) の 符号 を 調べ られ る . 
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B.330 
円 形 の 板 か ら 1 つの 扇形 を 切り 取り , 残り で 円 すい 形 の 容器 を 作り その 容積 
を 最大 に し た い . 
切り 取る べき 扇形 の 中 心 角 を 求め よ . 


円 の 半径 を 2, 切り 取る 扇形 の 中 心 角 を 9 と する . また , 残 
り で 作る 円 すい の 底面 の 半径 を ヶ , 高き を ん 体積 を し と する . 
円 すい の 許 面 の 円 周 は , 残っ た 扇形 の 弧 長 に 等 し 


いか ら 
2z/ 三 (2 メー の )4 9 
9=2z( ュ -) Es ① 
に 0 
ヵ ー〆ー ァ タ 
で ある か ら , 
グー の 2 記 記 2C22Co る この まま ヶ に つい 
4 且 37 Z 三 37Y の ー ケ @②) 6 
て 微分 し て , そ ーー 
の =( そ ) 4(〆ー ァ う 9) の - 
、 27228 雪 978 
と な る 。 そこ で 。 "ニー ァ と お き 。 リー イー の 
0 くく の 〆 いた 
四 うに , 
0 中 3W 関数 の 微分 を さけ 
こり る よう に する と , 
を 最大 に する の 値 を 求め る . 計算 が ずっ と ラク 
ア ()=z(2〆ー3Z) に な る . 
より , 右 表 を うる . 
Ge つ )eG 骨 
ァ ー 人 の 
の と き 7(y) は 最大 と な る . 
2 る 約 66'" で ある . 


ッ ニ ィ / す < を ① に 代入 し て , 切り 取る べき 角 一 2z(1ー ココ) 
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B.331 
半径 2 の 定 円 に 外 接する 二 等 辺 三 角形 の 等 辺 が 最小 と な る と き の 底 辺 の 長 さ 
を 求め よ . 


人 医 団 底 角 を 29 と する . 直角 三角 形 ABD に 注目 し て , 
GSMO 半 か 年 据 
AB cos29* ① 


また , 左 図 に お いて , BO は 底 角 を 二 等 分 する か ら 
ン OBD= の 9 と な り , 直角 三角 形 OBD に 注目 し て , 


の CC まま 】 
YE る ⑨ 
①, ⑨② ょ より 
と o の 
1 D C 2237 上 
よっ て , 0 く の 9< く z/4 に お いて 7( の =tan 9cos29 の 最大 値 を 考 
えれ ば よい . 
(tan の ーー (の = 7 ・cos 29 十 tan の ・( 一 2sin29) 
_ coS 29 一 2sin の cos の sin 2 の 
了 coS^ の 
tan 9 一! と お いて _ 4cos*9 一 2cos" の 一] 4(cos* の 9 一 の (cos* の 9 十 ) 
AB を, の 関数 で coS^ の cos“ の 
表す と た だ し , g 三 (5 十 1)/4, 2 ニー(5 一 1)/4 
AB ニテ 9 これ か ら ,。 
(の ニー テー 間 か ア ( の ) は cos*9 一 g と 同 符号 
0</<1 で ある . 
と な る 。 0 く < の <z/4 で cos* の は 減少 し , 1/2 く g く 1 で 


が (の の 符号 の ある か ら , 変 域内 に (の =0, 
方 が 少し 調べ や す すなわち cos* の =g 
25 と な る の の 値 % が 1 つ あ り , 
各自 替 み よ ・ 7( の ) の 増減 表 は 右 の よう に な 
の 
よっ て , の 王 % の と き (の ) は 最大 , 等 辺 AB は 最小 と な る . 
この と き 。 cos*%c より 
2 
5 で Ts 20。 


2+Y5 


BC ニ 2BD= ビ 
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海中 の 小島 A か ら 直 線 状 の 海岸 の 最も 近い 点 B ま で の 距離 が 2。 B か ら 海 岩 
の C 点 まで の 距離 は のり で ある . 

島 に いる 人 が 速 さ ヵ の 小船 で 海 を 渡り , P 点 で 上 陸 し て か ら 2 の 速 さ で 海 
岸 沿い に C ま で 歩く ぐ . 所 要 時 間 最 小 の 上 陸 点 は どこ か . 


上 陸 点 P が 線 分 BC 上 に ある 場合 を 考え れ ば よい 
か ら , 

ン BAP=ー の と お く と , の の 変 域 は BAC=。2 と お 
1 が (OO の 謗 oop ① 
で ある . ここ で , 。 は 鋭角 の 定 角 で ある . 


AP=ー そ PC= ニ 5ーgtan の 
COS の 


で ある か ら , 所 要 時 間 7 は 


AB 計 B5 の の の 
の 20 テリ 


に 6 の 人 で GVGS 


tan の ) 


っ まき 
(の = の tan の 


と お き , 変 域 ① に お いて (の ) を 最小 と する 9 の 値 を 求め れ ば よい . 
2sin 1 2sin 9 一 1 
MC _ cos? の の 
i ) g>z/6 すなわち , 2 く 732 の と き 
(の = ニ 0 と な る 9 の =76 は ① 
の 変 域内 に ある . 
よっ て 。 9 の 三好 6 の と き 。 所 要 
時 間 は 最小 に な る . 
ii) eg ミ Z7/6 すなわち , 
Z テ "3 の の と き 
変 域 い に お いて 7 の ) は 減少 す 
る か ら , 9 の =e の と き , 7/( の ) は 最 
小 と な る . 
( 答 ) g<73 5 の と き , BP=g//3 で ある 点 P : 。 放 Y3 5 の と き , 点 P= ニ C 


[ 注 ] BP= ニ ァ と し て 7 を の 関数 で 表し て も よい . 
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BB. 333 
四角 形 ABCD の 各 辺 の 長 さ は 一 定 で 。 AB=g。 BC= ニ 2 CD=c,。 DA=g 
で あり , また ン A,。 と B。 ン C。 D は いずれ も 0 と ん の 間 に あ る と する . 


に 上 必 _ の 2Sm タ ょ レー ァァァ 
(1) 2B ニ ァ 。 ZDーy と お け ば , デーーー み siny で ちる こと を 示せ . 


(2) 四角 形 ABCD の 面積 は , 円 に 内 接する と き に 最大 と な る こと を 証明 せ 
よ . た だ し , 与え られ た 四辺 を も つ 四 角形 で 円 に 内 接する も の が 存在 する こ 
と は 仮定 し て よい 、。 


| アプ ロー チ > > を 決め る と AC が 決ま り , AC が 決ま る と 2 が 決ま る の で ,。 〉 は ヶ の 関数 
KGd 
(1) へ ABC と へ CDA で 余弦 定理 を 用 いる と 
AC*= ニ AB* 十 BC*ー2AB・BC・cos( ン B) 
= テ CD*X+DA* 一 2CD・DA・cos( ン D) 
A … の 〆 寺 ゲ ー22 の cos ァ ーc 十 ゲー2cg cos 
が 成り た つ . 両辺 を > で 微分 する と 


D 


に 2 の ヶ 
22 の sin ァ ー2csin ヶ な 


> の 4 の sim 
siny>0 より iP 


B 


( 2) Paie 


2A) ま 衣 ! の 
2 の 2 22cos ァ メオ テ CCO が ・ 5 
b 前 ake 半 6 の 
2sin ー2sm ym ば 二 め の 


と ころ で , 人 >0 で ある か ら , ヶ は と の 増加 関数 で あり 。 し た が っ 


て ヶ 十 ヵ も 増加 関数 で ある . よっ て > 二 デ ァ と な る > の 値 は 
た だ 1 つ 存 在 し . その 値 を 々 と お く と 


の 0< く ァ 十 みく … sin( ァ > 十 め )>0 
@ ぐ く ァ ぐ Z 一 z く ァ オ 2 く 2Z …. sin(z 十 めく 0 
と な る か ら 。 
際 PS 
0 く < ヶ ぐ く o 一 の co ぐ くく ァ 一 2 く 0 


で あり , ぐ は , > の と き , すなわち ァ > 二 ッ ー ァ の と き 最 大 と な 
る . と ころ で , > と ヶ は 四角 形 ABCD の 対 角 だ か ら , > オ ーー ァ と 
な る の は , 四角 形 ABCD が 円 に 内 接する と き で ある . 血 
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BB. 384 


の 。 の 5。。 …。 の を 与え られ た z 個 の 正 数 と する . 
d) 関数 ん (y), が () を 
が の ーッ ーjogz (%ー1。 2。 3, ……。 9, (= な ⑦ 


と 定義 する と き , 訪 (Z), 万 () の 最小 値 xx。。 /7 を 求め よ . 
(2) ①⑪) を 利用 し て , 相 加 平均 ・ 相 乗 平 均 に つい て の 不等式 


pr 2 286 
(Di クー 


27213 が = 772 細 5 っ 
性 5 8 7 コ し , S ヵ 三 っ P/ 


| ァ | ⑩ 26/S 
が (G) | っ 0。 + 


ゆえに 76 た (eg/Z4。) モ 1ーlog(g/2/) ニ log gz 
/7 ニ (ze/S,) テ 層 廊 (ze/S5。) テ 較 {z2z/5 ヵ 一 og(ze/S/)) 


二 | {zgz/S。 十 log 5 一 log 7e) 


ー で 必 % 十 (og S, 一 log タ 一 1) 
三 zlog 85 一 log に | ん ー5S。 


(2 ) w。 7 の 定義 か ら 7 十 72 十 …… 十 2 ヵ 人 ミ / 人 7 で ある 。. 


これ に 上 の 結果 を 代入 し て 
log a 十 log eg 十 …… 填 log 2。 ミ 7l1og( カ 十 の 2 十 …… 圭一 og 


テ log の 1 の 5" の 生 log 


[ 注 ] 等 号 が 成立 する の は , な (>) ニ 2zk と な る > の 値 2。 が , 1, 2。…… 。 2 の どの 
場合 も 等 し いと き , すなわち ムー の デー…… ーg。 の と き で ある . が. B. 348 
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7(z) ニ ッ *ー4z" 十 6gy" と する . g く 1 の と き , 曲線 ゥ = ニ パ ァ ) が 変 曲 点 を も つ 
が , この 変 曲 点 は Z の 変化 に つれ て , どん な 図形 を 描く か , 図示 せよ . 


アプ (z) ニ 4z*ー12z? 二 12Zz 
アプ 7(z) 三 12z*ー24z 十 122 
ー12( ァ *ー2z 十 の 
ヶ ー ア (>) の 変 曲 点 の x 座 標 は , 方 程 式 


ァ ー2 ァ キー0 。 hitihetst ③① 
の 異な る 2 解 で あり ヵ 座標 は , この 座標 に 対し 

ッ テ ィ バー4z8 十 622 タ 70 ーー mt ② 
で 与え られ る . 

(0⑩ と ーー の 2 トク の 0 

で ある か ら , これ を Z の 変 域 ・ 

6 ぐ 1 
お よび ② に 代入 し て 4 を 消去 する と , 軌跡 の 方 程 式 

ー ァ 2F2 ァ ぐ 1 
に 


9 タデ ー5z* 十 8z? か つ キ 1 
が 得 ら れる . 


の テー202" 十 24z2* 
ーー 20z*( - き ) 


を 用 いて 増減 を 調べ る と , 求め る 図形 
は , 右 図 の よう で ある . 


隆 乾 ッ ー/(z) が 変 曲 点 を も つた め の 条 件 “<<1" の 導出 に つい て は , B.322 で 済ん で 
いる . 
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0 く 7 く 1 で ある よう な 7 の お の お の の 値 に 対し て , z の 関数 
上 還 225l2 の 


を 考え る . 区 間 0< ヶ < く 1 に お いて ア (y) の 最小 値 を 与え る の 値 を ん ヶ と する . 
7 が 0 く 7 く 1 を 動く と き , 点 (@ (の ) は どん な 曲線 を えがく か . 


645 


[アプ ロー チ > 点 (2, 7(@) は , 曲線 ? ニ 7(x) 上 に あり ます . し か し , この 曲線 は , 7 の 変 
化 に つれ て 動い て いき ます . 7 が 0 く 7 く 1 の どん な 値 で も 。 つね に (2, (2) が の っ て い 
る 定 曲線 を 求め た い の で す . 
ァ (1 一 婦 ) 一 (z 土 り (1 一 2 友 ) _。 娘 >) 
<*(1 一 婦 / の 3) 
た だ し , (>) テ ァ * 十 2 婦 一 1 

ッ テ g の ァ ) の グラ フ は 右 図 の よう に な る の で 7( ヶ ) を 区 
間 0< ヶ く 1 に お いて 最小 と する > の 値 は , 方 程 式 2(z) 
三 0 の 2 実 解 の 大 きい 方 , すなわち 


ア ( 々 )ー 


みみ デ ー: 十 2 418 ① 
(2 7 パ @)= ニ (>。 ヵ め ) と お く と に 
た ニン 人 凍 に の ②) る 以下 , y, ヶ の 関 
ー 。 @g 十 』 思 を 係 式 が 得 ら れる と, 
40 寺 。 ・ ) 求め る 曲線 が わか 
一 方 , 2(2) ニ 〆 十 2ー1 テ 0 より る . 
ーー の 7 saas ①′ 3$ ① を 用 いて , 7 を 
で と 同じ . 
①' を ⑨ に 代入 し て 整理 する と 2.08082 の 8 
Re <② ⑨ ょ り Z を 
K 1 
1 消去 する と pr 
2 


rr 0 天馬 つの 安寺 
と 変形 する と , 0</<1 で は / の 減少 関数 で ある こと が わか り , 求め る . 
g の 変 域 は , 

y2-1<eg く で 1 0 xiithtts ④ 
で ある . ②⑧, ⑧'。④ よ り , 求め る 軌跡 は 


ッ ーー 2 ー1< ァ マ 1 
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BB. 3 フ 
方 程 式 logy ニ ァ 十 4 を 満た す の 実数 値 の 個数 は 定数 々 の 値 に よっ て どう 


交 わ る か . 必要 な ら lim きる 


三 0 は 用 いて よい . 


[アプ ロー チ 方程式 を グラ フ を 用 いて 考察 し ます . その 際 , 次 の 事実 
' 方 程 式 7(z)=0 の 解 " 
ー' 曲 線 ゥ バァ ) と z 軸 g 三 0 
の 交点 の 座標 " 
また 。 より 一 般 に 
' 方 程 式 7(z) テ g(z) の 解 " 
三 "2 曲線 ゥ テーパ ( ァ ), ヶ 三 9() 


の 交点 の 座標 
が 基本 的 で す . 
1og ァ デー ァ 十 6 の 実数 解 は , 2 つの 関数 
ヶ デ log*ー テ ーッ ー met ① 
タデ 6 の) 
の グラ フ の 共有 点 の 座標 で ある . 
② は 傾き 0 の 直線 。 一 方 の の グ ラフ は 下記 の 性 質 か ら 図 の よう に 
描け る . 
> 由 還 生 ei 
41 し 


ヶ 9 一 10grー テ 


し か も , 
lim ヶ lim (og 一 ァ ヶ ) テ ーeoo 
エー+ オ 0 エー+ オ 0 


lim ylim (1og ァ ーッ ) 


ーlim >( つき と 1)=-e jim やほ 0 ) 
の ヴ ル 


エー 


gg テー1 ー- …… の | ラウ 
以上 より , 求め る 個数 は {g ニ ー1 …… 1 個 
cg マー1 POCCCD 2 個 
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B. 338 


方 程 式 cosz 十 sin ヶ 1 キー ァ ?" を 満た す ヶ の 実数 値 は > ニ 0 の ほか に な い 
こと を 示せ . 


[アブ プ ローチ ヶ ーcosy 十 sim。 1 キー ァ ” の 概 形 を 描く だ け で は 事情 が は っ きり と し 
ませ ん 。 


げ (>) 三 cos< 十 sin ァ ー(1 キ ァ ー ァ ?) と お け ば , 与え られ た 方 程 
式 は 7(z)= テ 0 と 同値 で ある . 
7(z) テ ーsinz 十 cosー1 十 2 ヶ 


ア (る ) ニ ーcosz 一 sin+2 ニ ー ソ 2 sin( ェ + そ )+2>0 


よっ て , アア (?) は 増加 する . 
さら に , (0) 三 0 で ある か ら 
2 の co0G57 が (SO 
2) 2 
と な る の で , 7(>) の 増減 は 右 の よう に 
な る . 
プア (0)= ニ 0 で ある か ら 
キキ 0 で は (>)>0 と な る 。 
よっ て , 7(z) ニ 0 と な る は ァ ー0 の ほか に は な い . 血 


[ 注 ] 上 の 証明 と 同じ 論法 に より , 


cosz+eing さ 1 キッ ーー カ ーー (等 号 は ヶ ー0 の と きのみ 成立 ) 
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B.33 : 
ん を 実数 の 定数 と し , 
プ ( ァ ) テ ァ Y(z 十 8)。 g( ァ ) 三 (ツー1)( ァ 十 4) 
と する と き , yy に 関す る 方 程 式 
(>)ー4g(y) 三 0 
の 相 異 な る 実数 解 の 個数 は を の 値 に よっ て どう 


変わ る か . 


[アプ ロー チ > 直接 に ゥ 7(z) 一 49(z) の グラ フ と r 軸 と の 共有 点 を みた り , ッ ー ア (>), y ッ ー 
ん g(x) の 共有 点 を 調べ る の は 処理 が 面倒 で す . パラ メー タ た を 分 離し た 方 程 式 を 作る の が 
よい で し ょ う 。 この ちょ っ と し た テク ニッ ク で 処理 が ぐん と 簡単 に な り ま す . 


バァ )( ァ “ー1)(> 十 4) 三 0 の 解 は マー 土 1 一 4 で ,. これ ら は 


げ (?) 一 (2?)= モ 0 ht 6 
の 解 で は な いか ら , ① は 
0 55) 
2000 0 (0 っ De @ 
と 同値 で ある . 


② の 左辺 を が (z) と お く と , ② の 実数 解 は 曲線 ?ー( ァ ) と 直線 
9 ヶ 三 ん と の 共有 点 の 座標 で 与え られ る . 


/ (3z? 十 16)(z* 十 4y?ー ァ ー4) 一 (y" 十 8Z う (3z* 十 8 一 1) 
が (>) 三 (デー1(x+ 4 


ー 一 2z( ァ 十 2)(2z?ー3z 十 16) 
咲 (z*ー1)*(x 十 4)* 


ー2 ー1 0 1 (9) 


(一 g) 4 


= も デ 0 (まま 0 = | 


個 NsIeeA の 20 Sa 0 


ッ ー ア (>) の グラ フ は 左 図 の よう に な る . 
以 民 より 且つ うき の よう 0G な る 
( 答 ) 


5 還 人 
as | 実数 解 の 個数 82 101238 


| 
た 


= ご ニニ ニニ ーー ニー ニニ ご ご ビニ ニー こ ニニ ー ニ ニー ニニ ュー ニニ 
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京 (4 ご 5 822 全 0 
は , 000 0 


な PBIDGEYOESS022S ま NSKSNDCSOMERSSSSSERRNSSSSSETT 


ッ ー ッ ァ * の 法 線 の うち に , 点 P(4, た ) を 通る も の が 3 本 存在 す 
る 条件 を 求め れ ば よい . 
ヶ 三 xy” 上 の 点 (4。 7 の) に お ける 法 線 の 方 程 式 は , 7〒0 の と き 


リー ゲニ ー 寺 (ば 々 ー の ). 時 feW 


点 (0。0) に お ける 法 線 は ヵ 軸 と 一 致し 。 これ は P を 通ら ちら ない. よ 
っ て , ① で 表 き され る 法 線 の み を 考え れ ば 十分 で ある . 
① が 点 P(4, 4) を 通る 条件 は 


(3) 
HU 
2 人 っ (の) 
これ を みた す 7 の 実数 値 が 3 個 存在 する よう な た の 値 の 範囲 が 求 る 分 母 を 払っ て 整 
め る も の で ある . 時 
それ ゆえ , ② の 左辺 を /(/) と お き , 平面 上 , 曲線 g ニ 7()) と 2 だ +1ー27ー4 
直線 一 と が 相 異 な る 3 点 で 交わ る 条件 を 求め れ ば よい こと に AD 
な る この 左辺 の グラ フ 
3 と 横 軸 と の 共有 点 


を 調べ よう と する 
と , か えっ て めん 
どう Me が る 


02 コ El 人 U 生 2) 


か ら (7 の) の 増減 の 様子 が わか る 


7 一 0 で 7( の が 不 連続 で ある こと , パラ メー タ た を 分 
遠方 で 。z= ア (の は 放物線 離し た ② の まま が 


月 た 骨 


メー パテ に 近づく こと , 


極小 値 = バ パー1) ニ テ 


で ある こと な ど を 考慮 に 入れ る と , z テ ア () の グラ フ は 
圧 の よう に な る . 
そこ で , 直線 z 王 た と 相 異 な る 3 点 で 交わ る 条件 より 


7 
を > テ 
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B. 341 
が 1 で な い 定 数 で ある とき, の 方 程 式 

アァ " 十 Z 三 Sim 
は ちょ うど 2 つの 実数 解 を も つこ と を 示せ . 


[アプ ロー チラ パラ メー タ 。Z を 分 離し た 形 に 変形 し て 。 グラ フ を 利用 し ます . 
まず , 4 に よら ず = テ 0 は 1 つの 解 で ある . 
そこ で , > キ 0 の 実数 解 が ちょ うど 1 つ あ る こと を 示せ ば よい . 
ァ キ 0 で は 与え られ た 方 程 式 は 


"ho た g 王 万 ( ヶ >) た だ し , (の =ー。 


の グラ フ の 概 形 を 
調べ , 直線 ゥ = と 書き 直せ る . ここ で , 
と の 共有 点 に 注目 5 一 そ coS マ ーSin ア G 々 ) 
の き ァ 
が ( ァ ) の 符号 を 調 た だ し , C(z) ニ ァ cos*ーsin ァ 一 y* 
べ る た め た に だ 。 と な り , さら に 
C く ) の 増減 を ま (>) ニ (cos*ー ァ sin ァ ) 一 Cos マー2z 
の 2。 テーz(sinr 十 2) 
と な る の で , G(z) の 増減 は 右 表 の よ 
うに な り 。, 
ァ キ 0 で は C(>) く 0 
GO わら の 語 お 5 
ァ キ 0 で は (>) く 0 
と な る . 


ヾ ①0 い ヽ Cw) 


7() は 上 表 の よう に 単調 に 減少 する . 
Jam (P( 々 ) (の )ー jm 2 同 そ 0 だ か ら , 


ッ ー ア (>) は ,。 テーz に 洒 近 する . 
よっ て , 曲線 ヵ ニ (>) と 直線 ? ニ 2 (2 キ 1) と は , 
ァ キ 0 な る 1 点 で 交わ る . 
g 三 1 な ら 。, 実数 解 上 すなわち , 方 程 式 2= ニ (>) は 2 キ 1 で ある 限り 。 0 で な い 実 数 


は > テ 0 の み に 解 を 1 つも つ . 血 
2850 の 
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B. ヨ 4 


ァ の 方 程 式 “デー …… ① の 正 の 解 の 個数 が 正 数 z の 値 に よっ て どの よ 
うに 変わ る か を 調べ よ 、 必 要 な ら 。 lim テー0 を 用 いて よい . 


[アプ ロー チノ 方程式 x“ーZ* の 解 の 個数 を 求め る に は , 「 み ー ァ “。 ヵ 王 の "の 共有 点 を 調べ 
る 」,「 ッ ティ ゲー" と 軸 と の 共有 点 を 調べ る 」,「2 三 Zlog ァ , 9 王 ylogg の 共有 点 を 調べ 
る 」 な ど と いう 方 針 も あり ます が , みな 処理 し に くい で す .。 パラ メー タ 6 を 分 離す る の が 
処理 の コツ で す . 


散 還 *, 2 が 正 で ある こと か ら , ① は , 両辺 の 対数 を と っ た 式 
glog ァ ーッ logZ 


98 の EPCPCCCD 
和議 計 記 の の ② 
と 同値 で ある . 
7(< う = ほそ と ぉ く と 。② は 。 
7?)=7② 0 mt fo 


と 表せ る の で , まず ヶ テ 7(y) の 値 の 変化 を 調べ よう . 
こい ーー ーー 
沈 ( ニ の Hr 1 上 議 A ば 


より , 7(z) の 増 域 は 下 表 に 従う . 


以上 か ら 2 デパ ァ ) の グラ フ は 
有 の よう に な る . 

y 軸 に 平行 な 直線 ゥ ニア 7(2) と 
曲線 ?=7( ァ ) と は 必ず ァ テ 6 に 
相当 する 点 を 共有 する こと を 考え , 
他 に も 共有 点 が ある か な いか と 調 


CNG 
0<gS1 …… 1 個 
1 に さと の 一 2 個 
2 の ら es 1 個 
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BB. 343 


@ の * く gz 十 の と な る 正 数 > が 存在 する よう な 実数 2。 2 の 満た す 条 件 を 求め , 
その 条件 を 満た す 点 (2, 


2) の 存在 範囲 を 図示 せよ . 


ア 7(>) ニ ーー の と お く と 


アア (>) テ ge"ーZ 
で ある . そこ で >>0 の 範囲 で ア () の 符号 が 変化 する か どう か に 
注目 し て 分 類する . 
i ) Z ミ 1 の と き : 


i) 


ァ >0 の と き ア (z)>0 で ある か ら , 7(z) は > テ 0 で 増加 
する . 
ゆえ に , (>) く 0 と な る >0 が 存在 する の は 
0) テ 1 一 5 く <0 
(| 
の と き で ある . 
g シ ] の と き : 
右 表 の よう に , (>) は 
ァ ーlogZ 
に お いて 最小 値 
(1og 2) ニ ゥ ーZlog 2 一 め 
229 ど の 
よっ て 求め る 条件 は 
g 一 logg 一 の く 0 


の >Z 一 logZ 
と な る こと で ある . 
生還 だ の め 1G) 
1 (2 ミ 1 の と き ) 
> 
(1 一 1ogZ) (2>1 の と き ) 


が 求め る 条件 で , 
の 5 
記 {2(1 一 log 2)) デ 1ーlog 2 一 了 の 


テーlog2Z く 0 
と な る こと な ど に 注意 し て , (2, の ) の 範囲 を 図示 する と 左 の 
よう で ある . た だ し , 境界 上 の 点 は 含ま な い . 
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B. ヨ 44 一 


|z 司 孝 に お いて 。 つぎ の 二 つ の 関数 の 大 小 を 比較 せよ . 


7(z) テ 5 一 cos 2。 g(x) デ 4(zsinz 十 cos) 


(>) ニ ( ァ ) 一 の (Z) と お く と, 
(>) 三 2sin 2 ァ ー4((sin 十 cosx) 一 Sin) 


4 cos z(sim ァ ー ア ). 


の 

0 ベア S の /20 で sin2S7 | | や (*) $@ この 事実 は sinz 
を 用 い , さら に の 定義 か ら , 図形 

sin*ー ァ が の 奇 関数 的 に 導 け ば よい . 
で ある こと と 。 微分 を 利用 する 証 
明 に は , 若干 の 論 

lk で , cos ァ >0 理 的 困難 が 伴う . 

の /2AM2RD 


と か ら , 右 の 増減 表 を うる . これ より , 
で (>) ミ (0)=0 


| > 


ミ テ 
oi 
( 答 ) げ (x) ミ g(r), 等 号 は x ニ 0 で の み 成 立 
B.345 
2 由記 の ) と テ 1 一 @~* が 成立 する こと を 示せ . 


jp(2)ー ュ デビ 


ー の ニュ ーー の "2 LGSOKG 


ag っ @ Fr'⑦= ィ ーー の 


由 つ SG CS で は 、 7( の 20IG あ の ララ だ 2N つ MG 2 る 「 戸 (Z)>0 か ら 
が (z) は 増加 関数 で , (>) は 下 に 凸 


さら に だ (0) ニ 0 で ある か ら , そし て 
ァ く 0 一 が () く 0 AO 
0<z<1 一 っ だ?)>0 AD 
これ より 右 の 増減 表 を うる . 人 る 、 ま っ で 
し た が っ て , た (>)=0 で あ 
ァ ぐ 1 一 (z) ミ 7(0) テ 0. る 」 と し て も よい . 


これ は 示す べき 不等式 で ある . 是 の . B. 338 
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B.34B 
ァ >0 0 人 革 2S 
アッ ア " 5 
(⑪) 1 一 EN + 介 ) SSIn みく アー eiN 


2 Pl 8 


ァ ー 害 3! 


館 に リー Si だ あべ 


3 
万 (>) ニテ ロ - 妊 + 埋 )- cosS。 万 /( ァ ) 三 sim ァ ー (z - 苦 ) 
アツ ( ァ ) 三 cos ァ ー G- 多 ) が ⑨( ァ >) ニ ァ ーsin 
と な る .。 し た が っ て , 証明 すべ き 不 等 式 は 
な 7( ァ )>0。 万 7(z)>0。 刀 (?>)>0。 万 (>)>0 
だ 他 な ら な い . さて , 


0 くく 今 で が ジ 0G は WS の < く 07 の や (*) 
9 ら を 用 いる と , ァ >0 で つね に 7⑨(>)>0. 
Sim ア ぐ ア の 


よっ て , ヶ =0 で "(>) は 増加 で , さら に (0) 三 0 だ か ら 
と >0 で う ね IeAZ() 光 01 

よっ て ,。 =0 で 刀 ( ヶ ) は 増加 で , さら に 刀 (0) ニ 0 だ か ら 
ァ >0 で つね に (>)>0. 

Siny1 ぐ と よっ て , 0 で 刀 ( 々 ) は 増加 で , さら に (0) 三 0 だ か ら 

ァ >0 で つね に 刀 (?)>0. 


は sin xr の 定義 か 
ら . (B.344 欄外 注 ) 


に に お いて は , 


直り 
の よっ て , > 科 0 で 石 (z) は 増加 で 。 さら に 万 (0) 三 0 だ か ら 
で ある 。 DONG つ SSMW( の 0 自 


上 で 示し た 不等式 か ら , |z| 主 0 の と き 


Te 2 
coS > 寺 1 を 。smlzlmlzl 31 
4 
と いう 近似 式 が 導 か れ , その 誤差 は , それ ぞ テト より 小さ いこ と が わか る 」 
な お , ここ で 証明 し た 事実 は 大学 で 学ぶ テイ ラー 展開 
Sin ア アー アァ ー 2 ーー OO 
了 (2z 一 1)! 
の ェ デ 0 
coS ァ デー1 一 錠 † れ + つ z ヵ 一 9!“ 壮 


と 密接 に 関連 し て いる . 
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B.34 プ 7 = 
0 く ヵ < く 1。 ァ >0 の と き 
が ァ ー1) ミ ァ アー1 = テ ヵ 7( ァ ー1) 
が 成立 する こと を 示せ . 


ヵ を 定数 , > を 変数 と 考え , 
プア (2) 王 婦 メ ー リ ー( ゲ アー1)、 9(Z) 呈 (2 "ーー (Zー 
3S 細 
が (2 リー ム カー が ア /(z)ー ル 77 
条件 0< の く 1 か ら ァ >0 の と き が (?)>0. 


し た が っ て , >>0 に お いて , ( ヶ ) は 増加 する . る も ちろ ん , (?) 
2 げ Q①)=0 で ある か ら , は >=0 で は 定 
0< ヶ く 1 王 - げ (z) く 0 義 さ れ な い . 

1 一 (>)>0 
と な り 。 し だ が っ て 
0< ヶ ミ 1 に お いて 7(z) は 減少 し る EE [ 注 ]2" 
上 に お いて 7() は 増加 する . 7(z) は >=0 で 
ゆえ に , ァ >0 に お いて ア ( ァ )= ア 7(1) ニ 0 で ある 。. も その まま 定義 で 
の (の 1) 導 記 1 きる の で , 0 ミ ァ ミ 
つぎ に , の ( 々 ) を 計算 する と 1 とじ で 6 直 AW 


の (z) 三 (1 一 の z7-( ァ ー1) 


0< く の SU で の (る る 0 
お の 
1 で の で の (y)>0 
ゆえに 1 MG の バァ) は 減少 し , 記 mW [ 注 ] 2" 
11sz で gz) は 増加 する . な お 9(z) は テニ 
一 方 , 2(1) ニ 0 で ある か ら , ァ >0 で は 9 の (>)=g(1)= テ 0 0 で は 定義 され な 
の 72= 山 演 の 26( の = い . 


1 生 川 2 ジジ 0 二 連 7/(?) 生 0 を だ 示 舟 加 は 

「 ァ >>0 で は = テア が (>) は 下 に 凸 で ある 」 と 

「 ッ テア (z) は ヶ 軸 と (1, 0) で 接し て いる 」 
の 2 つ を 証明 する . と いう 手 も あ る . 

2? 前 問 で も , 本 問 で も ,「x>2 に お いて (z)>0 な ら ば , ヶ ミ 

Z に お いて 7() は 増加 」 と いう 論理 が 使わ れ て いる が , 一 般 
に 7 を 開 区 間 , 7 を 端点 を 含め た 閉 区 間 と する と , 7(z) が で 
連続 , 7 で 微分 可能 の と き は , 「7 で ア ( ヶ >)>0 な ら ば で パ 々 ) は 増加 と いえ る . 
5g* A 3.1 平均 値 の 定理 の 応用 
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の は , 区 間 7 テ oe で 2 回 微分 可能 で , 7 で ある と する 。. 
(1) og7, 所 7 ヵ ミ 0。 7 生 0。 カ 十 の 91 で あれ ば 
7(gg 十 9)= が (の ⑦ 十 が (6) 
で ある こと を 示せ . 
(2) 1]) を 利用 し て 。 ァ 」。 zz。 7s 手 7 に 対し , 
7( i 十 zs 十 み s ay 
3 3 


6 だ つこ 2 1 


(1 ) gz 三 / の 場合 の 成立 は 自明 な の で , 2? キ / と する . 
ヵ 二 9 三 1 を 用 いて , 2 を 消去 し , 2, 2 を 固定 し て 
7( の = テ ( ヵ eg 二 (1 一 の の ー が (②⑦-ー1ー が 7 め @) 
と お く と 
が (の = テ ( ゥ 一 の (pe 寺 1ー の の 一 7 の 二 め @) 
が (の =(Z 々 一 の ザ ((2g 二 (1 一 の 8) 
と な る の で , 了 に つい て の 仮定 より 
eg 十 (1 一 87 区 ヵ [0, 1] 一 が ⑦⑰< く 0 
し た が っ て , 万 (の) の グラ フ は 区 間 [0。 1] で 上 に 凸 で ある が , 他方 
(の (0)=0, 万 (1)= テ 0 
で ある か ら , 
0 ミ ヵ ミ 1 一 連 (⑰ の =0 
/ … 7( カ gz キ 1 一 の の = が (@⑦ 二 1 一 が 6) 
(2g 十 9) ミ が (@) 十 が び (6) 
( 2 ) ① で 証明 し た 不等式 に お いて 
(の ー// 誠 ー7/ 昌 ぁ 三 半 の あら みき /ー 宇和 
3 3 2 


6< 二 な 7 三 げ (zx) 二 (する) 2 6W 


また , ぁ ー タ , 2 一 gyz。 / 三 as と お く と 


7( 5 Ys 十 うな) さ ラプ (sy) の 46 の) PP ② 


が 成り た つ . ①, ⑨⑳ よ り 
アプ (>) 三 log> 7( ae )。 09 B 
の と き , 相 加 相乗 区 3 yr 穫 3 
平均 の 不等式 を 導 
ぐ 
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B.34 


2 
(1) >0 の と き に が 成り 立つ こと を 示せ . 


(2) (1) を 利用 し て , lim テー0 を 証明 せよ . 


[アプ ロー チ > B.217 で 仮定 し た 事実 に つい て の 証明 で す . 


(0 の) 三 227ー の 。 と お くら 
ア ( 々 ) 三 2(e*ー ァ ) 
( る ) 半 2(e*ー-1) 
ァ >0 に お いて は の >1 で ある か ら (>)>0. 
よっ て , ヶ 内 0 で げ ( ヶ ) は 増加 する . 
さら に (0)= ニ 2>0 だ か ら 
ァ >0 に お いて (>)>0. 
よっ て , =0 で (>) は 増加 . 
さら に (0)=2>0 だ か ら 
ァ >0 に お いて げ ( 々 )>0 
で ある . これ が 示す べき 不等式 で ある . 


2 
( 2 ) >>0 に お いて 05 より 
zz0 っ っ る > 竹 20 0 ③① 


① に お いて jm =0 で ある か ら 。 Hm - 坊 =0 則 る は さ み う ちの 定理 


[ 注 ] 一 般 に , 任意 の 自然 数 ヶ に つい て 


BR 9 7 
6 ーー e テ に 二 eee っ 条 を ーー。 こ ーーーー 
ァ >0 @ ラ 1 キ ァ 十 定 二 MP 上 の 5 


7 二 1 


5 
5 昌 0) 
(z 十 1)! 
2 


が 成立 する . これ を 用 いる と, 


E2 


2 20 
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B.350 


(1) ァ >0 の と き logz< く 7 ァ z が 成立 する こと を 示せ . 
(2) (①⑪ を 利用 し て , Him る ー0 を 証明 せよ . 


(1) 7(z)= テ ソ Y ァ ーlogz (z>0) 
と お き , (>)>0 を 示せ ば よい . 
1 ソラ ァ ー2 


プ @ = 記 る 2 の 
これ より 右 の 増減 表 を うる . 


づつ WWGy の 0 の の) とき 
7(z)= ミ (4)= ニ 21 一 log2) 
e 三 2.718…… 昌 と ころ が e>2 で ある か ら log2 三 log。2 く 1 
ァ >0 の と き (>)=7(4)>0 で ある . 
(020mEiG 示 し た と と か ら 
ァ >0 に お いて は logz く ツァ 
し た が っ て , 特に 
ァ >1 に お いて は 0< く logz く Y ァ 


0<Og を < < あら ① 
前 問 と 関連 づけ て Pe ァ つ 十 oo の と き ① の 両端 は と も に 0 に 収束 する の で , 
この 結果 を うる 議 0 Ai 
論 に つい て は 山 m 計 ーー0) が わか る 。。 中 


Sg” B.217 


[ 注 ] 右 図 か ら わ か る よう に (1) で 証明 し た logz く 7 ァ > と い 
2 
う logz の 評価 は 。 前 問 B. 349 で 用 いた e"> 今 - と いう 不 等 


式 と 本 質 的 に 同値 な og* く 2> と いう 評価 より , 精度 の 良 
いも の で ある . 

な お 。 本 間 (2) と 前 問 (2) は 互い に 一 方 か ら 他方 を 導く こと が 出 
来る . 

(た と えば 前 問 の 式 に お いて ァ =ーlogg と お く .) (eo B. 
217) 
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B.3B1 


(1) *>0 の と き 
2 
<loe (1 の DS が 成立 する こと を 示せ . 
(2) つい で , これ を 利用 し , z を 正 整数 と する と き 


=( 和 せ 壇 人 壇 ) 3 (rd 才 ) 


(5 lm を 求め よ . 


1) の =logd+ め -(zー 写 ) と ぉ く と 


z>0 っ っ ア (⑦= ュ マエ ーー (1 の = サー>0 


よっ て , =0 で 7 パ () は 増加 で , 7(0)= ニ 0 で ある か ら る B.347 [ 注 ]2* 
の 0 で つね に (の 用 05 
同様 に 。 2() テ ァ ーlog(1 十 > ヶ ) と お く と 


に の 1 0 
9 の (0) テ 0, の 0 = の @) 三 1 と BMM) 


ァ >0 で つね に gy)>0。 血 


る log 万 , を 作る と (1) 
2 1 一 
(1) の 不等式 で ァ ー 坊 (を = テ 1。2。 …… > 2) と お いた 式 を 加え あわ せ 
の KG 


7 し 4 し 4 
二 る 4ー 2 2 当 を <log 玉 < 証 光 


た =1 


2(z 十 1) 。 z(z 十 1)(2 十 1) (1) 
27* 127* loana5 2 
1+%- (1 寺 り (2 寺 の う 22「「 
2 122 <iog 玉 < デー 


2 っ oo の と き ,。 上 の 不等式 の 両端 は と も に 1/2 に 収束 する の で , 
log(lim 9 いい log 万, ー テ ーlog の 放 は さ み 打 ちの 定理 
jim 用 ニ ye 対数 関数 の 連続 性 
と 1:1 性 を 用 い 

7 
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) El 計 (の 以 3 時 1 基 6 が 成り た つこ と を 示せ . 
(2) 3 以上 の 自然 数 々 に 対し て (z!)*>z” が 成り た つこ と を 示せ . 


( 1) 7(z) ニ ァ log ァ ー( ァ ーー1)1og( ィ 十 1) と お く と 
2 
ァ 十 1 
1 人 
7 00 ニラ テー oHDOP ap 
E 訪 "B. 347 [ 注 ]2" 光 したがって, 区間 x>1 で は だ (?) く 0 で あり , ア (z) は , 区 間 
=1 で 連続 で ある か ら , ア (z) は , 区 間 >=1 で 減少 する が , 一 方 


ア (z) 三 1og ァ ーlog(x 十 1) 二 


ZN ー 2 の 
jm ア (?) hm og キー 


ーlmlpeTrrg < ロー 
だ か ら , 区 間 >=1 で (>)>0 で あり , 区 間 >=1 で 連続 関数 
げ (z) は 増加 する . そし て が (1) ニ 0 で ある か ら , ヶ 放 1 な ら ば , つね 
に (>)=0 
ァ log ヶ 生 ( ァ ー1)1og(z 十 1) 


(2) 数 学 的 帰納 法 で 証明 する . まず x 王 3 の と き は 
(3!)* 三 36, 3* 三 27 
より , 成立 する . そこ で , ある z( 全 3) に つい て (1!)/>" が 成り 
7 だ つと が の 3 ら 
{(z 寺 1) り (2 填 1 人 z!)7 
> っ や …ー ③④ 
と な る が , 一 方 (1) で 証明 し た こと か ら 
log z 生 (一 1)1og(z 十 1) 
2262(225IIUG 提 親和 ② 
で ある か ら , ①, ⑨② よ り 
((xT1) ">(z ト 1 
すなわち , z 十 1 の と きも 成立 する . 血 


生還 NG きら (スウ ー リ ング の 


研究 実は , 十分 大 き な ヵ に つい て は 2! は, y2 ァ 一 
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ァ の 実 係数 多項式 /(x ヶ ) に つい て , 次 の 2 条件 が 同値 で ある こと を 証明 せよ . 
(i) 方 程 式 ア /(z>) ニ 0 は , ァ ーe を 三重 解 と し て も つ . 
⑪ P(@ の = ニア (の ⑦= ア (20 か つ ア (〈⑫ キ 0 


[アプ ロー チ > >z 重 解 の 定義 より , (i) は 
G) P(z) は (>ーg)* で 割り きれ る が , ( ァ ーg)* で は 割 りき れ な い 
と いう 条件 と 同値 で すか ら , (1) と ⑬) が 同値 で ある こと を 示せ ば よい の で す . 


(1) G⑪⑬ = 邦 ⑱ 


P(>)= テ (>ー-g の 02) mm ① 
と お ける . ここ で @(z) は の 整 式 で ある が , ァ ーo で 割り きれ な 
UN GR0220302 ョ (の )EE 0 記法 7 和 eo ⑨ 
で ある . さて 積 の 微分 公式 に より 
P(?)=3( ヶ ーg)0(>) エ (テーg の 0O(2) 0 tt ① 
ア "(⑦)ー6( ァ ー の 6@(z) 十 6( ヶ ー の "の ( 々 ) 
(のみ 王 90 。 。。 。 -。。 ⑰/ 
アツ (>) テ 6Q(y) 十 18(xーg) の (>) 十 9(xーg の YO7( 々 ) 
(2 の 602(60 還 証 ま の の ①? 


で ある か ら , ①, ①', ①" に = テ e を 代入 すれ ば , 
ア (@)=0, ア (2)=0, "(る の = テ 0 
を 得 , また ① に 代入 し て , を 用 いれ ば 
アツ?(Z) キ 0 
が 得 ら れる . 


(2) ⑬=⑥ 
P(>) を (>ーg)* で 割っ た と き の 商 を QO(z), 余り を 
の ァ ー@) 二 が (メー の ) 十 c 
と お く と , 次 式 が 成立 する : 
(>) テ ( ァ ーg)"O(Z) 十 2(*ーg) 十 が (テー の 十 c。… の ie… ⑨③ 
両辺 を > で 微分 し て いく と 
P(>)=( ァ ーg)* の (>) 十 3( ヶ ー の *O(?) 
填 22(zー の 十 有 0 ……… ⑧③ 
ア "(>) ニ ( ァ ー の "の (>) 十 6(z 一 の *O( 々 ) 
+6(z-ーg)0O(z) 十 22 0 ……… ⑨③/ 
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ア "(⑦) テ ( ァ ーg)O7(⑦) 十 9( ヶ ー の ?67( 々 ) 
+18(z 一 の の?)+60⑦) mt ⑧? 

が 順次 得 ら れる . 
⑧③, ず , ⑧",⑨⑧" に z=e を 代入 し て , 仮定 を 用 いる と , 
c 三 0 : 5 三 0 : g 三 0 @(2) キ 0 
が 次 々 と 得 ら れ , これ は , 

ア (z) が (>ーg)* で 割り きれ , (> ァ ー の * で は 割り きれ な いこ と 
を 意味 する . 血 


一 般 の 自然 数 ヵ に 対し 
(i)。 方 程 式 P(z) ニ 0 は ( ァ ー の "で 割り きれ る 
⑪。 (の = ニア (の =ー…… テ アデ "(の = テ 0 
の 2 条件 が 同値 で も ある こと が (た と えば , z に 関す る 数 学 的 帰納 法 を 用 いる こと に より ) 証 
明 で きる . 本 間 の 結果 は ヵ 王 3 と z 三 4 の 場合 を 用 いて 示す こと も 出来 る . 
( 問題 文 の i) と を 飼 “G)』” か つ 『“⑪⑬)』 の 否定 
を っ つ “G⑬。” か つ “G⑬。 の 否定 ” 
を っ 問題 文 の ⑪  ) 
な お , A 篇 で も 述べ た よう に , 解 z は 実数 解 に 限ら ず , 虚数 解 で あっ て も 結果 は 成立 す 
る . 
ge が 実数 で な いと き , (2) を “> テ Z に お ける 微分 係数 ” と 見 な す の は 現 段 階 で は 無理 
だ が , 今 P(>) は 多項式 だ か ら ,「 多 項 式 の 微分 」((z' 三 ZZ") と いう 操作 を 先 に 考え , 
ア (2) は ア (z) に ァ ーe を 代入 し た も の と 考え る . そう すれ ば , 上 で 述べ た 議論 は その ま 
ま 有 効 で も ある. た と えば , 本 問 の 解答 に お いて 各自 確認 し て ほし い . 
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B.354 


7(z) ニ ッ パ 上 Zz? 十 が y" 十 cz 十 の と する . 
7(z) が ア ( ヶ ) で 整 除 さ れる な ら , げ ( ァ ) 一 ( ァ ー の * と 書け る こと を 示せ . 


| アプ ロー チ > /(z) を (>z)=4z? 十 83Zz? 十 2z 十 c で 割っ て いく の も , また , 
Z* 十 ZZ" 十 py7 十 cy 十 の テー(4 ァ 十 )(4z? 二 32? 十 2 十 と ) 
と お いて , 未定 係数 法 を 使う の も , 見 通し が よく あり ませ ん . 


ア (>) は (>) より 1 次 低い か ら , 7(>) が ア (x) で 整 除 さ れる 
な ら 


げ (*)=(4z 寺 (0) mt ① 
と 書け る 両辺 の 最高 次 の 係数 の 比較 か ら オー が わか る . 


さら に , @ ニ ー4 太 と お く と ,。① は 
47( 々 )=(z-g の (7) mi ② 
と 書け る こと に な る . 
② の 両辺 を > で 微分 する と 
4/'(y) ニ ア ( ァ ) 十 ( ヶ ー の ア 7(?) 
3(? ヵ )= ニ (> 一 の が (⑦②)0。 it ③ 
を で 微分 する と 
93"(z)ー ア "(Z) 十 ( ヶ ー の ア 7"(⑦) 
27(>)= テ ( ァ ー の 77(?)0。 mt ④ 
④ を ヶ で 微分 する と 同様 に し て 
ア ⑦=(Z- の の 72 …… @ 
⑧②- て ⑤ か ら 
ア (@⑦= テ ア (@⑦ ニ テア ((@) 
= ア "(⑦=0 
ゆえ に , 
プ (Z) は , (>ー の )* で 割り きれ る 。. 
すなわち , 
7(Z) 王 ( ァ ー@)* の (z) (9(Z) は ある 整 式 ) 
と か ける 。. 
と ころ が , 7(y) は 最高 次 の 係数 1 の 4 次 式 で ある か ら , 
の ァ ) ニ 1 と な り , 結局 
7( 々 ) デ (テー の )*、 自 
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[ 注 ] ②~-⑧⑤⑥ か ら 結 論 の 式 を 導く の に , つぎ の よう に 推論 し て も よい . 
「② て ⑤ か ら 4! げ (>) デニ (マー の アツ) 
一 方 , (>) は 最高 次 の 係数 1 の 4 次 式 で ある か ら , が ?(z) 三 4! で ある .」 


から ーー この 両辺 を 積分 すれ ば 


log| 7(z)|41og| ァ 一 4| 十 定数 
ア (>)= テ 4( テ ーー の * (4 は 定数 ) 
が 簡単 に 得 ら れる . この 論法 に よれ ば , より 一 般 に , 
“ げ (>) が ヵ 次 の 整 式 の と き , 7(z) が () で 整 除 きれ る な ら ば 
げ (>) テ 4( ァ ー の 7” (4, eZ は 定数 ) と 書け る ” 
こと が すぐ わか る . 
この 結果 は , も ちろ ん 他 の 方 法 を 用 いて も 示せ る . た と えば 前 問 の 結果 ( ヵ 乗 根 を も つ 条 
件 ) を 用 いる . 
げ (z)= テ ( ァ ー gw)7( ァ ー gg) の ie ( ァ ーgw (名 圭二 … 十 2 三 2) 
と な っ て いる と する . 前 問 の 結果 を 用 いる と 
(>)= ニ ( ァ ーg)7 (ター の ーー……( ァ ーgs)" TX の 々 ) 
(2(z) は (一 1) 次 式 で 。 み 。 …, gw, を 根 に も た な い ) 
と な っ て いる は ず で ある . 7(z) が ア (z) で 割り 切れ る な ら ば , 9(y) は 定数 で な けれ ば な ら 
な い , すなわち 一 1 王 0 で な けれ ば な ら な い . これ は 7(z)=( ァ ー@)” と な っ て いる こと 
を 意味 する . 
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己 . 355 
鉛 直 な 壁 に 立て か けた 長き 5m の ハシ ゴ が ある . その 下端 を 毎秒 12 cm の 
一 定 の 速 さ で 水平 に 引く . 
下端 が 璧 か ら 3 m に な っ た 瞬間 に お ける 上 端 の 速 きえ , お よび 加速 度 を 求め 
8 


_ 長 さ の 単位 と し て m に 、 
1 ま リ を と り , 以下 , 単位 を 省略 し て 書く . 
図 の よう に 座標 軸 を と り , 下端 A。 上 端 B の 座標 を 


A(y, 0), B(0, ヶ ) と する と 


ァ * 十 の デー5". (>=0, ヶ 且 0) riae ① 
この 両辺 を 時 間 7 で 微分 する と 
ku 
2 記 ディ @⑨ 
さら に 両辺 を 7 で 微分 する と る 「 両 辺 を 7 で 微分 
の EPIAGUNSI 00 TI まま 0 1 する 」 の が 訪 ギ 。 
( 作 )+s 深 度 学 ) セタ 愛 =0 ③ 
ES ① よ ょ より |。=s 三 4。 ae is ④ 
また , 仮定 より つね に 
の 7 _ PE まま 】 の ee 
まず , ⑨ に ァ =ー3 と ④, ⑤ と を 代入 し て 
27| 。、 の の mW9。 。 .。。。 
Se 0.12 ニ ー0.09 の 


速 さ は 下向き に 9 cm/ 秒 
つぎ に , ③ に ァ = テ 3 と , ④, ⑤, ⑥, NR 


(0.12)* 十 3・0 十 (一 0.09"+4 そ を 2 de0 
の * = 
2 0.005625 


加速 度 は 下向き に 0.5625 cm/ 秒 ぢ 


[ 注 ] を 用 いて を 直接 に 7 の 関数 と し て 表し , それ と ① か ら 
ッ ーY5* 一 (c 填 0.12)” (c は 7 一 0 の と き の ょ の 値 ) 
と し て も 解け る が , 上 に 示し た よう に , 陰 関 数 の まま 処理 する 方 が , 見 通し が 良い . 
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B. 35B 
半 直 線 OX が 点 O の まわ り に 毎秒 1 ラジ アン の 角速度 で 回 転 し て いる . OX 上 
を 運動 する 動 点 P が 時 刻 7 秒 に お いて , 点 O か ら ge“ の 距離 に ある と いう . 

(1) 時 刻 7 秒 に お ける P の 速 さ を 求め よ . 
(2) P の 速度 の 方 向 と OX と の な す 角 の は 時 刻 に よら ぬこ と を 示せ . 


O を 原点 , 7 一 0 に お ける OX を ヶ 軸 と する 座標 系 を と 
り , 時 刻 : 秒 に お ける P の 座標 を (>, ヶ ) と し , OP を ヶ , OX の 
回 転 朋 を 9 と 書く と, 
と 志 の の 生み ミド = 0 > ① 
で ある か ら ァ ーe*cos 7 ヶ デ eSin7 mm の ②) 
これ より 
学 = e“*(2cos 7 一 sin の , 等 = e*(2sin7 填 cos 2) … ③ 


1) ⑧ を , 2=7( 穫 ) +( 和 ) 代入 し て , 


の み の / バハ の 
sin 7 十 cos “7 王 1 z 信司 06502280 請 Eee ④ 
KO ( 答 ) 75e 秒 
(2) は?ー( 和 , 答 と 0P=( 々 の と の な す 角 で ある か 
ら , 
ーー AU 0 
SD SR 
lallOP| ll ヶ 
これ に ①, ②, ③, ④ を 代入 する と, 
2e* 2 


COS の 記 の ー75 だ 
よっ て , ゅ は 時 刻 に よら ず 一 定 で ある . 血 


婦 
9 28| /2 一 IN/e8eez = 
[ 注 ] @⑥ を | / =(( 1 5 (*) と まとめ る と , 速度 が , OP を 行列 
の 


) (た だ し 〆 は cosg 三 sine= 記 を 満た す 角 ) 


2 語 語 出 coS@ 一 Sin@ 
(G に 半生 COS の 
の 表す 1 次 変換 で 移し た も の で ある こと が わか る . この 事実 に 気づけ ば , 上 の (1), (2) は 明 
ら か で ある . 


B.35 フ 
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yy 平面 上 の 曲線 9 王 sin 上 , 左 か ら 右 に 進む 動 点 P が ある . P の 速 さ |z| 
が 一 定 レ ( ア >0) で ある と き , P の 加速 度々 の 大 き さ |gl| の 最大 値 を 求め よ . 


時 刻 # に お ける P の 座標 を (, の ) (た だ し siny) と お く 


と 
2 2 4 空 は まま 
みみ みみ COSZ 壇 6 
で ある か ら 
(220 2 (2 の み ) w 
2=( の 8 光 ) ( 芝 cesz 学 )= の (1, COS) 
ヵ =| 客 テー の の の 4「 左 か ら 右 へ 進む 」 
=| 処 MTess メー y1 十 cos*z 上 際 >0) 
SS ② < る これ か ら ェ て の 形 を 
GS 見 出す の は タイ へ 
シー クビ し ン . 
2 の いみ / みみ / み 
ニー・2cosz*( 一 siny)、 レ 
2(1 二 cos*z)) 人 十 cosz 
JOeeS の 8 が (WWW 
ー 1 十 cosz)* ③ 
255 
の 9 の /@ の の 22 
の 7” の 層 販 の (sz (③④ を 代入 ) 
=( MM の の 2 
三 方 COS ァ み 「COS タ 7 
二 あー eC26 の の 
二 sinz( 室 ) †cos マ プー 
ーー?sinz , 2cos2zsinz 
ー 1Tcosz 「 (Tcoszzy (②, ③ を 代入 ) 
ニーsinz 
(1 十 cos?z)* 
> /g> 9 ヶ 2) 
g=( 7 2 ) で ある か ら 
に の と 2 27 \2 ア * 
の る 
ll ( 肥 ) +(  ) (Peas sin* ァ (cos“ ァ 十 1) 


ニヤ <* Sin* ァ 


TS 議 ら な 
1 十 cos“Z/ と ぐる . 
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GEeoS% 三 と お き 和 誕 き ん 2 に お る 


の 才 時 
げ (z) テ 2z づ ブー 
の 増減 を 調べ る と, 
(9 ニー6x-+2k ーー 6 と) 


より , 1 ミミ 2 に お いて 7(Z) は 減少 する か ら , 7(z) が 最大 値 を と 
る の は z 王 1 の と き で ある . 
し た が っ て |Z2| が 最大 に な る の は 
cos ヶ ー0 
の と き で , この と き , sinzー1 と な る か ら |gFP は 。 "と な る . 
( 答 ) |z| の 最大 値 は P* 


ッ デ 7(y) 上 を P が 左 か ら 右 へ 運動 する と き は , 上 と 同様 に し て 
中 = 符 /T7G 補 = 
の の ア 
の カオ げ (?)P 
> ルプ @)/) 
の “ HH+ げ (?) 衣 


_ 5) 
学区 4 の 愛 - "nr の の 


| geFー げ "() 
1+ げ (?)) 

|Z| き olb24( 3 (*) 
1+ げ (?)) 才 


が 導 か れる . 
と ころ で , 等 速 円 運動 の 場合 , 半径 を /,。 速 さ を じ と する と , 加速 度 の 大 き さ が 2 で 


与え られ る こと は , 物理 で も 習っ て いる で あろ う . し た が っ て ( ま *) は , 曲線 績 0 諾 
3 半径 


ーー ニー ビニ ンー に: コー ペニー っ ーー ここ ーー 


の 円 運動 の 場合 と 等 し いこ と を 意味 し て いる 。. Ne 曲線 ヵ ー ア (>) の 点 ( ァ , 
げ (z)) に お ける 曲線 の 曲がり 方 は 。 半径 (**) の 円 の それ と 一 致す る こと に な る . 実は , 
この (**) が B.213, B. 303 で 話題 と し て きた 曲率 円 の 半径 の 公式 に ほか な ら な いわ け で 
ある 。. 
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zz 平面 上 の 動 点 P は , 一 定 の 速 さ 1 で 曲線 C :(z( の ), (の ) を 描い て いる 
と する . いま , 新しい 曲線 ぢ : (2( の , の) を 


N 


(の の (の 
の りー ァ ( の 十 (x^( 二 gy(29 D (の ひ テ (の + (z(⑰0 デ + (7 
で 定義 する (常に y*(/ 十 ( の “ キ 0 と 仮定 する ). 
各 時 刻 7 に お いて , C の 接線 と の 接線 は 互い に 直交 する こと を 


示せ . 


[アプ ロー チ > 時 刻 / に お ける “速度 ベク トル ”(z( の , が (の ), (Z(, が (の ) が 互い に 垂直 
で ある こと を 示し ます . 図形 的 意味 は 大 究 で 説明 し ます . 


散 還 点 P の 速 さ が 1 で ある こと より Z(( の を z' と か く .。 
2 amd2sws ① 以下 同様. 

で ある . この 両辺 を 次 々 に 微分 し て る 7 の 関数 と 思っ て 
タダ ァ キダ ダー0 ② 微分 
74() PPCCCLLLJ ③ 


と な る . S( り = テ ァ (の * 十 7()” と 表わす こと に する と 


の の ァ ツ Sー ァ 7S7 2 々 ぐ 一 2 
〆 の ーッ ' 十 wm ・ りー9 0 
きめ 
タダ の 十 の の ニッ ター/2 る 速度 ベク トル どう 
0 し の 内 積 
エー( ア テッ エ クア 二 (あの hg の の 
S IS) 
ー ィ 7+9 ゲ ー で (2 の の る ②③, ③ 
1 一 1 る ① 


よっ て , (*。 7), (の, の ) は 互い に 垂直 で ある . 血 


研 先 曲線 どの (z(), 7()) に お ける 曲率 半径 o() は 
e( の =(Z(0 上 の (09 す ーS( の 玉 

で ある . よっ て , 曲線 ぢ は C の 曲率 円 の 中 心 の 軌跡 を 表わし て いる . 

本 文 の 結果 は C の 法 線 (接線 と その 接点 で 垂直 に 交わ る 直線 ) が 常に 万 に 接する こと を 示 
ウレ CS る 

実は の ? 十 の “ーー” が 証明 で き , この こと か ら , C は に 巻き つけ た 糸 を た る ま ぬ よ う 
に 引っ 張り な が ら ほ ぐし た 時 に , その 糸 の 端 の 描く 曲線 に な っ て いる こと が わか る . C を 
どの 伸 開 線 , 選 を C の 縮 閉 線 と いう . 椿 円 の 縮 閉 線 は アス テロ イド , サイ クロ イド の 縮 閉 
線 は 合同 な サイ クロ イド に な る . 円 の 伸 開 線 に つい て は B.515. 
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B. 35 紀 
平均 値 の 定理 を 用 いて , つぎ の 各 極 限 値 を 求め よ . 


0 本 1 Sin マ ーsin (sin) 
ァ ー0 アァ ーSin 


(2) lim プ ( 々 )= ニ で ある と き の lm 7(⑦+ の ー7() 
た だ し ,。 2 る, %% は 定数 で 。 2Z>0 と する . 


(1) (の =sin7 に 対し て , 


ァ >0 な ら レ ァ >0 の と き simz ミ 7 ミ ァ 
Sim 々 く テ ァ く 0 の と き 人 の 区 間 に 対 し て 平均 値 の 定理 
ァ く 0 な ら を 用 いる . 
8 Sm ァ ーsin(sm ァ ) 7( ァ ) 一 7(smz) 
ァ ーsin ァ ーSin 
= テア (の =cos9 。 ……… ① 
ァ >0 な ら 。 匠 た だ し , 9 は ヶ , sin の 間 の ある 値 。 ……… の ②) 
Siny く の くみ が 成立 する . 
ここ ァ ー0 の と き sinx つ 0 で ある か ら ,⑨ よ り 9 つっ 0 と な る . 
ァ ぐ の ぐ sin そこ で , ① ょ り 
ge 7 
(2 ) 区 間 [z, > 十 2] に お いて 7(z) に 対し 平均 値 の 定理 を 適用 す 
る . すなわち 。 
マ く ce ぐ タキ 2 0 ③ 
で 。 か つ 
24 生 約 7 
すなわち 
7(z 寺 の -7) テ の (Cc) imhtt ④ 
を みた す c が 存在 する . 
ァ ー 十 oo の と き ⑨ よ り c つ 十 oo で ある か ら ,。 ④ よ り 
Ei000 三 Jim (/(⑦ キ の ー7(⑦) 王 jm が (cg 
72 を 用 いた . 


[ 注 ] (2) に お いて , 条件 1im プ ( ヶ ) ニ は 直観 的 に は 

「 十 分 大 きい > に 対し て (>) は zz 十 2 に 近い 。 (2 は ある 定数 )」 
を 意味 する . この こと を 考慮 すれ ば , 7(z 二 の ー7(z) 一 gz ( ァ つ co) と な る こと も 納得 
で きよ う . た だ し , これ で は ,。 証明 と し て の 説得 力 に や や 乏しい . 
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B.3B0 
が (の ) 三 の ま 選 まる 。 
ァ >0, >0 の と き , 平均 値 の 定理 より 
キジ ー ル =ー ア (z 填 の) ……… ①, (0 の 2 証 CCO (の ) 


を と も に みた す の の 存在 が 保証 され て いる が , この の を 具体 的 に 求め , これ か 
ら , を 固定 し た と し て 。, lnm 9 を 求め よ . 


[アプ ロー チ > の は (> を 固定 する と ) ヵ に 依存 する , すなわち ん の 関数 で す . 


ーー は 幸 記 3 
2 キ が ーー な すめ 2 に 2 ③ 
一 方 , (>) 三 3z? だ か ら 
アプ (z 填 の)3(x 十 の )* 王 3z2 十 6z の 十 3 だ の ……… ④ 
⑧, より, ① の 等 式 は 
3 の 十 6z9 の 一 (3z 填 =0 mt ⑥⑤⑥ る $ の 2 次 方 程 式 


と 同値 で ある . ⑤ の 左辺 を (の ) と お く と , 
の 0 光 0 ポ り 

(0) ニ ー(3z 寺 めく 0 

が (1) ニ 3z 十 2>0 
で ある か ら , ② を みた す の は 1 個 の み で , 
それ は ⑤ の 大 きい 方 の 根 で ある . 

了 ー3 ァ 十 79z2 二 3 が (3> 十 ん 
7 


分 子 を 有理 化す る と , 
_ {9z* 十 87(3z 填 の } 一 (3z)* 3 ァ > 十 太 
3 が (3> 十 79z? 十 3 が 3z 二 め ) 3z 十 9z2 填 3 が (3z 十 が この 結果 は ⑤ で 
5 22 4 / つ 0 と し て た だ 
10052 ち に 得る こと も 出 
来る . 


ア "(z) が 連続 で ある な ら , 一 般 に 
タキ ルース 9ー ァ (Z+ め ) か つ 0<9<1 
を みた す の について, ヶ を 固定 し て な つっ 0 と し た と き の 9 の 極限 値 は /(>) キ 0 の と き 


に は 。 ア (z) の 形 。 * に よ ら ず テ と な る こと が 証明 で きる . 
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B.31 
(1) 開 区 間 (<, の ) で 微分 可能 な 関数 7(>) と 定数 々 に 対し .。 つぎ の 2 条件 が 同 
値 で ある こと を 示せ . 
(2) 任意 の ヵ 生 (2, の, (2,。 2) に 対し , 
zu) 一 (xy) | ミル | カー 
() 任意 の > 和 (2, 5) に 対し , 
|(z)| ミ だ 
(2) 1 くく 2 く 3 と な る 任意 の z, ゥ に 対し , 
| ze-“ーpe に | ミ | 一 | 
が 成立 する よう な だ の 値 の 範囲 を 求め よ . 


(1) (の = (@) を 示す . 
まず , 任意 の (2, の ) を と る . | が 十分 小さ な 正 数 と な る よう 
に ヵ ん を と れ ば , y 十 ヵ も 区 間 (2, の) に 含ま れる か ら , ーー ァ 十 ん 
yz 一 と お け ば , (2) より 

| げ (* キ が 一 7z)| ミ 到 | 

Ri ニ だ 


が 成り 立つ . 
ここ で ヵ つ 0 と すれ ば , 左辺 は |()| に 収束 する の で , 証明 すべ 
き 不 等 式 が 得 ら れる . 
つぎ に (の = (@) を 示す . 
任意 の (2, の ), zz 所 (2, の ) を と る . ーー ァ ss なら, 証明 すべ き 
結論 は 自明 だ か ら , ァ 」 キ zz と 仮定 する . 
する と 平均 値 の 定理 より , 適当 な xs(2, 2) を 用 いて 
げ (zj) 一 (xs) ニ (xs)(ーzs) 
7(*)ー パ テア (<s)ー タ | 
と 表せ る が ,。 と ここ で (8) より 
|(z。)| ミ を 
で ある こと を 用 いる と 
| (xr) 一 (zz) | ミーz| 自 


(020 語 ESGNI72 がら (2 三 の o0 邊 US7SPCI さ 5 
任意 の (1, 3) に 対し て , |7(z)IE ……… (*) 
が 成立 する よう な の 最小 値 を 求め れ ば よい が , 
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ア ( ヶ ) デ ロー ァ )e" マ 

( 々 ) テ ( ァ ー2)e テ 
より , (z) の 増減 は 右 表 の よ 
わり に な る の ie 図 問 (1 9 CB 。 ONAMSM 2 
ける | げ (>)| の と りう る 値 の 範 


囲 は , 
0<| ア (>)| ミ ge" 
で ある . し た が っ て , (*) が 成立 する よう な 友 の 節 囲 は 
た =e~「 


[ 注 ] (①⑪ で 証明 し た の は , “微分 可能 な 関数 に つい て 平均 変化 率 (割線 の 傾き ) の 絶対 値 が 
つね に 以下 で ある た め の 必 要 十 分 条件 は 接線 の 傾き の 絶対 債 が つね に だ 以下 で ある ”" 
と いう , 図 を 描い て 見 れ ば , 当然 の 事実 で ある . 


を を 1 より 小さ な 正 数 と する . 区 間 [2, 5] で 連続 , 区 間 (2, 2) で 微分 可能 な 

関数 7/() が , 次 の 二条 件 を と も に 満た す と する : 

00 用 の 等 の 侍 の ーー て の で (の)ES の 2 

ii) 2 くく の ーー | ア (z)| ミ た . 
1) 方 程 式 = ニア ァ ) は , 区 間 (2, の ) に 唯一 の 実 根 を も つこ と を 示せ . 
(2) ①⑪ の 実 根 を ? と お く . 洒 化 式 z』』」= ニ (zz) (z 三 1。 2, 3。 …… ) で 定め られ 
る 数 列 (Z) は , zi が 区 間 [Z, | の どん な 値 で あっ て も , つね に , g に 収束 す 
る こと を 証明 せよ . 


( 1 ) 尋 (>) ニ ァ ー ア (>) と お く と, 万 (>) は , [Z, ] で 連続 で , 
(2) テ gー ア (2) く 0 
の 
で ある か ら , 中 間 値 の 定理 に より , 区 間 (2, の ) に 
(>) 三 0 すなわち ァ ニ = が ( 々 ) 
と な る の 値 が 存在 する . し か も , 左 (z) は (2, 5) で 微分 可能 で 
刀 *((z) ニ 1ー ア 7() ミ 1 一 を >0 
で ある こと か ら , (>) は [2, ] で 増加 関数 で ある . し た が っ て , 
(>) テ 0 
と な る と ヶ の 値 が 2 つ 以 上 存在 する こと は な い . 時 
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ここ で 。 “za キ の ” 也 
が 効く . 
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( 2 ) ある xx』 に つい て z。 王 e と な る な ら , zzmー ィ ars 二 ーー の 
と な り , yz) は に 収束 する か ら , yz キ g (1。2。 3,。 …… ) の 場 
合 を 考え れ ば よい . 
Znー ア (7 
詞 り 二 ぐ 70⑳ 
zz 一 eー ア (xy) 一 友 の ) 
この 右辺 に 平均 値 の 定理 を 適用 する と , ある y(2,。 の) に 対し 
7(zy 一 (の = テ (zz 一 の 7(zy) 
と お ける か ら 。 
zznーg|=|7(Z)ー7( の ビ |zzーg| げ (zz う | 
よっ て 。 不等式 
| ューg | ミーg| 
が 任意 の z 三 1。 2。3,。…… に つい て 成り た つ 。 これ より 
|zz 一 | ミ を が - 邊 ネーg| (タテ 1。 2。 3。 …… ) 
が 得 ら れる が , 0 くく 1 より , ヵ 一 oo と する と 。 右辺 は , ヵ 」 の 値 に 
よら ず , 限り な く 0 に 近づく . し た が っ て , 左辺 も 限り な く < く 0 に 近 
づく . すなわち , ァ i に よら ず 


limz ヵ 三 の 男 
7 カー の 


本 問 は , B. 117, B. 118 で 扱っ た 数 列 の 極限 に つい て の 問題 の 一 般 化 で ある . 下図 を 
参照 すれ ば , zz->e (2 一 oo) の 様子 が 納得 で きよ う . 


9A 
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B.363 = 一 一 
区 間 [2,。 | に お いて , 
(>)>0 か つ 7(⑦< く 0 か つ 7(⑰ の >0 な ら ば , 
(1) 方 程 式 /(x) ニ 0 は , 区 間 (2。 の) に お いて た だ 1 つの 実数 解 を も つこ と を 


示せ . 
の 
(②) プ ( ヶ 。) 三 = eg 
アァ +1 2 アア ( る ) (z 三 1, OS ) 


で 定め られ る 数 列 (Z。) は 単調 減少 で (1) の 実数 解 z に 収束 する こと を 示せ .。 
必要 な ら , 「 有 界 な 単調 列 は 収束 する 」 と いう 事実 を 用 いよ . 


[アプ ロー チラ 「 ニ ュー トン 法 」 と 呼ば れる , 方 程 式 の 解 の 近似 法 で す (ggA3.5I). 


(1 ) 7(②⑦< く 0 か つげ (の >0 より , 区 間 (2。 の ) に 7(z)=0 
と な る は 少な く と も 1 つ あ る . そこ で , 2 つ 以 上 存在 する と し て 
矛盾 を 導 こ う . 
7(? ヵ ) ニ 7(zs) 三 0, 2 くく ぐり 
と する と , ロ ル の 定理 より 
アプ (zs) テ 0, 6 く ヵ か くく くめ 
と な る 7 ヶ 。 が 存在 する が , 
7 が (の 0 
だ か ら , () は 単調 に 増加 する の で , 
6 く ぐ 7ys 一 7(?) く 0 
し た が っ て , 区 間 [2。 zs] で 7(z) は 減少 する か ら 
の ミア 人 ミ 73 
な ら ば つね に 
7( 々 ) ミ の く 0 
と な る が , *」 は 
6@ く 如く ys で あっ て し か も 7 パ (xi) テ 0 
だ か ら , 矛盾 する . 
ゆえ に , 
方 程 式 (>) ニ 0 の 実数 解 は (2, の) に た だ 1 つ 存 在 す る . 血 
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( 2 ) まず , ア (@)>0 を 示す . 
ア (e) ミ 0 
と 仮定 する と , ア の 単調 増加 性 に よっ て 
ミミ ァ く gw な ら ば つね に げ () く 0 
し た が っ て , 区 間 [z, g] で パ z) は 減少 する こと に な る が 
(2) く 0 の 
より , これ は 不可 能 で ある . 
し た が っ て , が (2⑦>0 で あり , さら に 
@ く ヶ ぐ の な ら ば つね に げ ( ヶ )>0 
で ある SNG 22 ジグ と 更 る 27 の 0 ジ U0IIG で お る が か がら) 
zzri が 定義 で き て 
_ (> 一 7 の 


の hs の ーー プ (z) (… 7@)= テ 0) 
ア (zz) 
6 の h- ーー | po ① 


と な る z。 を と る こと が で きる (平均 値 の 定理 ). 
と NG:iG3 二 の のび りり の ルン の の 
げ (z> げ (zz/)> げ (@⑦>0 
1 

0 電 ② 

①, ⑨② ょ り 
0 く < ロー の ズー の 。 (zz 三 1。 2。 3。…) 

と な る か ら ,。 グン 78 の 2 ン 2 科 2291P2c DOCOO > 
すなわち , 数 列 {z』J は , 下 に 有 界 な 減少 列 だ か ら , 極限 値 を も つ . 
その 値 を と お く と , =e で ある か ら (の)= ア (の ⑦>0 で ある . 
よっ て ,。 与え られ た 尊 化 式 で z ヶ 一 oo と すれ ば 


こり 000 5 思 
ゆえ に , は 。 ア (>) 三 0 の 区 間 [Z。 2] に お ける 解 で ある . 
/ 王 g 時 


[ 注 ] 7(2)>0, (の < く 0 の 場合 は , ーー? と すれ ば { ヶ 。) が 増加 列 で 。Z に 収束 する . 
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が 2 回 微分 可能 で あり , 7" が 連続 で ある と き に は ,。 放 三 0) に 対し て 
7(2 十 の =7(2 十 が (2) 


と いう 近似 式 が 成り た つこ と を 利用 し て 1000 の 近似 値 を 求め よ . 


[アプ ロー チ > 
あり ます . 
し い の で す . 


1000 に 近い 数 で 5 乗 根 が キレ イ な 数 に な る も の を 探す と 4?=2"=1024 が 


これ か ら , と も か く 1000 呈 4 が わか り ま す . で す が , も っ と 良い 近似 値 が 欲 


45 王 1024 で ある か ら 
1000 王 1000『 


1000 
ー4(3054 
_ /1024 人 訪 
ー4(3600) 
時 24 
4 rs Nd 和 
1 寺 1 6: る タ この げ は 
さて 。 =(1 二 = 開 和 下 
げ (z) テ (1 十 >) を 考え る と (?) 5 59 問題 文 の 条件 を 明 
で ある か ら , 近似 式 ら か に みた す . 
4m0 の と き d+ が ュー ニル tt の 
が 成り 立っ. ①, ⑨ ょ り 
2 NM 寺 近 
1000= 4 ミリ 4 0.0048) ニ 3.9808 
( 答 ) 1000=3.98 
次 問 の 式 
7e+ る = の + が (⑲+ す 7 の 0 0 mm (*) 


(c は と gr の 間 の ある 数 ) 


を 本 問 の ア (z) ニ (1+x) 計 に 対し て 用 いる こと が 出来 る . (*) を 使っ て 近似 値 3.9808 の 
誤差 を 評価 し て みよ . 
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関数 /(>) が 第 2 次 導 関 数 7/(z) を も つ 範 囲 で は 
7(@+ の = の + が (の + テ y ゲ (の ) 
を みた す c が と g 十 > と の 間 に あ る こと を 利用 し て , sim61" の 近似 値 と そ 


eg[ エ プシ ロン ] は , 萌 


英語 の e に 対応 す 
る ギリ シア プア 文字 , 
誤差 error を 表す 
の に よく 用 いる . 


これ が sin(2 十 ヶ ) 
の と に つ いて の 1 


次 の 近似 式 で ある . 


本 来 は ,①' より 


rei 電 ) 


0.0001531… 

ぐ 0.0001532 

と すべ きだ が ,。 10 
進 小数 に よる 近似 
と いう 実用 的 目的 
の た め に は , 少し 
くら い ラ フ で も 計 
算 が 簡単 な 方 が よ 


いい 。 


も っ と 精密 な 計算 
に よれ ば 
sin 61" 三 0.8746197 


の 誤差 の お よそ の 限界 と を 求め よ . 


プ (z) 三 sim に と る と 

(る )cos み z。 7/(Z) テ ーsimnz 
で ある か ら 

sin(2 十 ヶ ) 三 sin 2 十 々 coS@ 十 と 


7572U ラ し ら ー ー テ Ysin と 


Cs 


|gl ミ z2/2 OCGD ① 
で ある か ら , ヶ 圭 0 の と き , 近似 式 
sin(Z 十 >) 王 sin2 十 coS27 "の ir の ⑫) 
が 成立 し 。 その 誤差 = の 限界 は ① で 与え られ る . 
以上 の 議論 で は , x が 弧 度 法 で 扱わ ん ていたから , 
sin61" 王 sin(60" 十 17) を 考え る と き に は 。1" を 弧 度 法 の 
ジョ ジン クコ ン 2( 目 PiG 
So Sm 5 OCS お 
sin61" 三 sin 60 +350 cos 60"ー 2 +365 の ②) 
その 誤差 の 限界 は 
I 呈 7/ 還 2008Y2 


計 3 だ か ら , ① より 誤差 の 限界 は お よそ 


す ( 語 ) 0.00014 


で ある . よっ て , ⑨⑧' の 右辺 は 小数 第 4 位 まで 計算 すれ ば よい . 
そこ で , 7 3, ァ の 近似 値 と し て は 
3 二 1.7320, z 圭 3114 
を 用 い ⑨⑧' に 代入 する と 
sin61" 寺 0.8660 十 0.0087 三 0.8747 
た だ し 最後 の 桁 の 数 に は , 1, 2 程度 の 相違 は あり うる が , 小数 第 
3 位 ま で の 数 字 は 完全 に 信用 で きる . 
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B. 3 
7() の 第 3 次 導 関 数 が 存在 する 範囲 で は , 守 0 の と き 


2 次 の 近似 式 7/(Z+ め 王 7 の + が (の + テ 9"( の が ① 


が 成り 立つ . 
さて 。 ん た の 任意 の 実数 値 に 対し て , z の 3 次 方 程 式 
セー ん の ②) 
は 1 実 解 を も つが , その 実数 解 > は ん の 関数 で ある . 
を 0 の と き , ⑨② の 実 根 > を 表す た の 2 次 の 近似 式 を ① を 利用 する こと に よ 
うれ, 


[アプ ロー= チ > ニュ ー ト ン 法 を 用 いて 逆 関数 を 求め る こと に 相当 する 問題 で ある . 


隊 還 ② が 1 実 解 を も つこ と は 
ター( 々 ) ニ マー" 十 3z と 直線 ゥ ん 
と の 共有 点 を 考察 する と 
が ( ヶ ) テ 3zー2 ァ 十 8>0 

より =7(>) が 増加 関数 で あっ て , た に よら ず 1 点 で 交わ っ 
て いる こと か ら わ か る 。. 

W ぷ 注 中 の 三 が (6) と ど あ る 。 

① に お いて g 三 0。 ヵ 王 を と お く と , 


sー バ の =70+ ゲ ⑩+ 生 70。 ⑧ 
まず ,。 ん ー0 の と き テー0 で ある か ら 
(0) 寺 0 8 ④ 
他方 ,④ の 両辺 を を で 微分 する と 
(3z?ー2z 填 37()6= モ 1 ーー …… 下 ⑥⑤ 
ここ で ん 0 と お く と ァ = テ 0 だ か ら げ (0)=1/3 。 ……… ⑥ 
さらに ⑤ の 両辺 を で 微分 し て 
(6x-2) げ (6 だ 十 (3z*ー2z 填 3) が (の = テ 0 @ これ を さら に ん で 
RG ん 三 0 上 と お く と アァ 0| が (0) 二 8 で ある か ら 微分 する と げ “(⑰ 
1\? 2 が 求め られ て , 
-2)+aZ⑩0=0 ・ ア = 才 。。 …m の 
④, ⑥, ⑦ を ③ に 代入 し て こと が わか る . 


ユエ 


求め る 近似 式 は ァ ニ ュ 


1 ,> 
を な 十 5 テ を 
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B. 3B フ 
高き x, 底面 の 半径 が ヶ の 直 円 柱 で , 体積 が 一 定 の まま で 高き が ご くわ ず か 
変わ っ て 4z だ け 増 す と , 底面 半径 の 減少 は どれ ほど か . 
また , 高 さ が 2 % 増 す と , 半径 は 約 何 % 減 少 す る か . 


[アプ ブローチ 半径 ァ は 高 さ ヶ を 指定 する と 決ま る . すなわち ,。 7 ヶ は の 関数 で ある . 
体積 を と すれ ば 


三室 ボボ u 誤 詞 詞 訳 5 ① 
この 両辺 を > で 微分 する と , は 一 定 で ある か ら 

SE 

0 デ z ァ 7Z“ 十 ZZ 2 の (②) 


① で テー 定 の と き , ヶ テ (>) と 書き , z の 変化 ガ ァ z に 対す る 
ヶ の 変化 を > と する と 


2 アー/(G キ 2 の )ー7(?)= ア (の 4z= 生 46 …… (の 
一 般 に , ターム ( ヶ ) ⑨, ③ よ り 
に お いて ア 
2 . み プ モ ー5 テ イタ ァ 
の また , これ より 
人 生計 os 学 =- 二 
し た が っ て , 


半径 は 約 1 % の 減少 と な る 


789 


8 4 関数 の 積分 


回 キー・ ワ ー ド (A 基 礎 理論 篇 ) 


原始 関数 ーー| 定 積分 ーー>| 近似 公式 


ーー | 置換 積分 | 台形 公式 


ーー | 部 分 分 数 展開 


ーー | 加法 定理 の 応用 


ーー 微積分 法 の 基本 定理 |ー リー マン 和 


79 の 3$4 関数 の 積分 


人 


部 議 


三 


I. 原始 関数 
区 間 7 で 定義 され た 関数 7(z), 万 (>) が , 


の =7 々 ) (Ge の 
を 満た す と き , 刀 ( ヶ ) を 7(z) の 原始 関数 (不定 積分 ) と いい , 
が ⑦)=V(?) 
と 表す . 


[定理 ] 区 間 7 で 定義 され た 関数 7/(z) が 原始 関数 /(z) を 
も つと き , 


C(z) は 7( ヶ ) の 原始 関数 で ある 


ーーー タ 


G(z) テ (>) 十 c (c は 定数 ) (z と 7 


1” 証明 : は 明らか で ある . 志 を 示す . 仮定 に より 

が ( ヶ ) ニ ( ヶ ) ニ が ( 々 ) 

で ある か ら , 
万 (>) ニ (z) 一 C(Z) 

と お く と , 万 (>) 三 0 と な る . そこ で 任意 に 2, 07 (2 くめ ) を と 

る と , 平均 値 の 定理 に より 
万 (の) 一 万 (2) 

一 

きま < 才 /) 

な る た が 存在 する . 万 (4/ ニ 0 だ か ら , 
人 の ニニ 0 万 (の ) ニ 万 (2) 

これ は 万 (>) が 定数 で ある こと を 意味 する . 


2* どの よう な 関数 7(z) が 原始 関数 を も つか と いう 問題 は 
GA 4.5 


3” 定理 中 の 定数 c を , 積分 定数 と いう . 


= 万 (ん) 
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IT. 不定 積分 の 例 
微分 の 公式 を 原始 関数 (不定 積分 ) の 公式 に 読み か える . 


Ue み ー の と 

Ucosz み ーsinrc Usinz の み ニ テーcos 十 と 
\ 上 @ の tan ァ 十 c に @ の テー 1 十 c 
COS“ ア S1n" ダ tan 


1? A4.1 1 の 定義 と 定理 は , 区 間 で 定義 され た 関数 だ け を 扱っ て 
いる . ニャ ]og|>| は , 本 当 は , >0 を 定義 域 と する 関数 と , > 
<0 を 定義 域 と する 関数 に 分 け て 考え る べき で ある . すなわち , 


= な 一 log ァ +c (>0) 


(= み ーlog( 一)+ ど (x く 0) 
そし て c と @ が 等 し い 必要 は な い . 
P 1 の 不定 積分 に も 。 上記 と 同様 の 問題 が ある 。 


COSS72S1S 


臣 . 次 の 定理 は , 原始 関数 の 定義 か ら す ぐに 得 ら れる 。. 


[定理 | 区 間 7 で 定義 きれ た 関数 7/(z), 9(y) が 原始 関数 を 
も つと き , (>) 十 9(z) も 原始 関数 を も ち 


Ve み G)+ (の ) み =eV(⑦ み Te のみ 
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IV. 定 積 分 
ある 区 間 7 で 定義 され た 関数 パ z) に 対し , その 原始 関数 
7(z) が 見 つか る と き 


U/(⑦⑳ み =|F⑦ | = の - の 


を , (>) の Z か ら の まで の 定 積分 と いう (た だ し Z, 627 と 
する ). 定 積分 の 値 は , 原始 関数 の 選び 方 に よら ず 定 まる . 
次 の こと は , 定義 か ら 直 ち に 分 か る . 


) 7 
U/G)z+【 7 の み = のみ 
) 


((y) 二 Az)) み =g 7(⑦) み 的 2 のみ | 


ーー し 


I. 不定 積分 の 場合 
いま , (>) の 原始 関数 を が (>) と する . すなわち , 


和孝 Fe)= の 


さら に , > が 7 の 関数 で > テニ gw( の な る 関係 が ある と する と , 
は 7 の 関数 (eg( の ) 馬 人 8 これ を で 微分 する と 


低空 Xe の )・g( の 9 ……⑨ 


0 万 (>) は 7 の 関数 と し て 7f(g( の )@( の の 原始 関数 
で ある . 
これ を 定理 の 形 で 書く と , 
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テ ] ヽ 。 
ァ ーw( の と いう 関係 の も と で | 置換 積分 法 
VG) み =W(e( の )e( の 0 み 


[定理 ] 


1? 上 の 定理 の 等 式 は , 形式 的 に 次 の よう に 書け る . 
Vo のみ =VG) 学 み 


2* 置換 積分 は , 合成 関数 の 微分 法 の 言い 換え で ある . 
3* 定理 の 仮定 に つい て は mo A4.2 V 


II. 定 積分 の 場合 
上 の ① に も どる . (gw( の ) は パ (@( の )@ の (の の 原始 関数 だ か 
ら , / 王 @ と 》 一 / の 間 の 差 を を と っ て 


が r(g の )- FCe⑦)=V7(@( の )e( の み 
が が の 不定 積分 で ある こと を 思い 出す と , 次 の 定理 を 得る . 


[定理 ] 置換 積分 法 
7(e) み = り 7(e( の )e(0 み 


の (< 


1? 定理 の 仮定 に つい て は mo A4.2 V 


皿 . 簡単 な 例 (1) 
の ,。 らち を 定数 と し て ,@( の テニ 27 二 の と お く と , の (りー? で あ 
る か ら 
V(⑦ み =V(Z+ の gg み 
SD 


[定理 ] 7(z) の 原始 関数 を (>) と する と , 積分 変数 の 
V(g+ の ) み ー テ が (gz 二 の +c 


線形 変換 


た だ し g キ 0 と し , c は 積分 定数 で ある . 
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1” 特に 2 王 1 の と き 。, 


IV 


V 


V(+ の み ーF(⑦ 二 の +c 
と な る .。 


. 簡単 な 例 (2 
次 の 形 の 積分 も ち し ば し ば 現れ る . 


[定理 ] (2 み ーogl (の け c 


1* 証明 : (>)=loglzl 7 ぷ = テ と お く と, 


V(⑦ み = り ニ み =loglz|ーlogl 126 


V(e の )e(0 み = に 太 の 2 


反 省 
上 記 の 1 , II に 述べ た 定理 に は , 次 の 3 つの 仮定 が 必要 で あ 
る . 

(1) ぁ が 微分 可能 で ある こと . 

(2) 合成 関数 /e( の ) を 作れ る こと . 

(e の 値 域 が 7 の 定義 域 に 属す る ) 

(3) > の 関数 7/(z) が 原始 関数 を も つこ と . 
これ ら の 仮定 の 下 で 

(4) 7 の 関数 7(e( の )@ の (7 が 原始 関数 を も つこ と . 

(5) 7(z) の 原始 関数 と 7(g( の ) の (の ) の 原始 関数 が , 関係 

ァ ー ッ (の の 下 で 一 致す る こと 

を 示し た の で ある . 


1 仮定 (3) と 帰結 (4) を 逆 に し て , 仮定 (1), (2), (4) の 下 で (3), (5) を 証 
明 す る こと も で きる . その 一 般 的 な 証明 は 表現 が わずらわし く な 
る の で , 

は 単調 増加 (〆( の >0) で ある 
こと を 仮定 し て 証明 する . 
(単調 減少 の 場合 も 同様 で ある ) 
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7(@ み の )〆(⑦ の 原始 関数 を C(/) と する . 

却 @⑦=7(e⑦)e(⑰ 
ここ で 単調 増加 な 関数 y ニ w7) は 着 関 数 7 一 の '(z) を も ち 


5 
の み の (の 
が 成立 する . そこ で C(e~'(y)) を で 微分 する と 
ee⑦)= 窟 演 
当 ン 遇 
= の の (の っ 太 
= テ 7(@( の ) 
= テア (>) 


と な り , C(e~!(>)) は 7(z) の 原始 関数 で ある こと が 分 か る . 


2) 


2。 の を ヶ の 関数 と する と き 。 積 の 微分 の 公式 に より 
(zo)/ 三 の 2 十 の" 
2ー(zy) 一 の 7 
この 等 式 の 各 項 を 積分 する こと に よっ て ,。 つぎ の 定理 が 得 ら れ 


部 分 積分 法 


Uzeg=| | - り zo 


1 部 分 積分 法 は , 積 の 微分 法 の 言い 換え で ある . 

2* 正確 に は ,「z。 2 が 微分 可能 で あり , zo' が 原始 関数 を も つこ 
と 」 を 仮定 し て いる . 

3 Urcos z の 計算 . 
2 三 cos*。 ?ー ァ と 見 て 定理 を 用 いる 。 zz 王 sm と し て よく , 
の ' 三 1 で ある 。 
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RS っ 人 (6 
Urcos zzー ァ sinzUsinzgz 王 ysinz 十 cos 
2 
logz の 計算 . 
ダー1。 ゥ log と 見 な す と 。 g ニ ァ 。 の ーー だ か ら , 
Uiogzg=| ziogz|-(> 王 み =| M 
,logz =|z ogz| > 一 =|z ogz-z| 
三 21og2 一 1 


IT. 部 分 分 数 展開 
の キ 土 2 だ 対し , 


1 1 _ 上 
ァ *ー4 4 \ ァ ー2 ァ 圭 2 
に 5 
の 1 1 1 ) 
司 二 電 ー ァ 十 2 補 


= (ogl ァ ー2|-loglz 十 20+C 


一 般 に 多項式 /(z) が , 
0 二 (g 三 の (@⑫ 二 人 0 記 演 9 一 の 
(2 09 9 , 7 は すべ て 異な る 実数 の 定数 ) 
の よう に 因数 分 解 さ れる と き , 任意 の 多項式 9() に 対し 


6) 4 万 ク 
7o) ク 需 式 り オー ニッ オキ ュー 5 
が 成立 する よう に , 定数 4,。 彩 。…… 、 グ を 定め る と と が で き 


る . これ を 部 分 分 数 展開 と いう . 


屋 ん の 570OES2 > 7 の 中 に 一 致す る も の が ある と き は , 注意 を 要 す 
る . 例え ば 
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2 2 枯 拓 贅 ら 
(> 十 2)*(x 十 1) 。 十 2 ” ァ 十 1 
な る 4, 万 は 存在 し な い . この 場合 は 
連作 衝 ぢ ge C 
(z 十 2)X(z 十 1) (> 十 2)? > 十 2 ァ 十 1 
と いう 分 解 を 用 いな けれ ば な ら な い の で ある 。. 


II. 三角 関数 の 公式 
倍角 公式 


cos* ア ー 
積 を 和 に 変え る 公式 
COS @COS 一 テ (cos(g+ 2) 十 cos(Z 一 の ) 
を 用 いる と , 
い eeszz=V 5 Sa ) み 人 @ 
(C は 積分 定数 ) 
\ COS 3 ヶ Cos 5 の ー テ Vcos 8z 十 cos 2Z)g の 


1 十 cos 2 ァ 
の 


ー 市 Sim 8 + 二 Sin 2 に (と 
(C は 積分 定数 ) 


臣 . その 他 
言う まで も な いこ と だ が , 恒等式 は すべ て 使う こと が 許さ 
れる . 上 記 の { , II は , その 例 で あっ た . 
また 尊 化 式 の 形 の 恒等式 
方 ri(y) 三 方 (Z) 十 み ( 々 ) (2 三 0) <J。。2。 …… ッ ) 
が ある と き , 
該 ( 々 ) 
Sp の) 且 (ん 三 0 還 2 ) 
が 積分 で きる な ら , 
導 6  (/ー1 2 9 ) 
も 帰納 的 に 積分 で きる . rg B.407 職 究 , B.420 
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人 AA 4. 局 徴 策 分 法 の 基本 定理 と 定 積分 の 近似 
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I. 微積分 法 の 基本 定理 
次 の 定理 は , 原始 関数 と 定 積分 の 定義 か ら 直 ち に 得 ら れる . 


[定理 ] 区 間 7 で 定義 され た 関数 7(z) が 原 微積分 法 の 
始 関数 を も つと き , 次 式 が 成立 する . 基本 定理 


を り / の み =7Z) (ge の 


1" 7 のみ ー が (z) は (z) の 原始 関数 の ひと つ で ある .。 の 値 を 
変え る と 別 の 原始 関数 が 得 ら れる が , それ ら の 差 は 
VO み - り 7 の み =V7 の み 
で あり , > に よら な い 定 数 (積分 定数 ) で ある . 


次 に , 簡単 な わり に 大 き な 名 前 を も つこ の 定理 の 意義 を 考え 
上 め 5 


IT. 定 積分 の 近似 和 
7() を 閉 区 間 [z, 2] (すなわち , 2Z ミ ァ ミ 2) に お いて 連続 な 
関数 と する と き , 区 間 [2, 2] の 有限 個 の 小区 間 へ の 分 割 2 に 
応ずる 定 積分 の 近似 和 ぐ 。 を つぎ の よう に 定め る . 
ググ の 分 点 を zo( 三 2 の くく 2 く …… < の ( 三 の り 本 と MIN 攻 
間 の 幅 の うち 最大 の も の を |4| で 表す . 
|4|max (za ュー ァ z) 
一 方 。 小区 間 [zz。 アァ] か ら 任 意 の 代表 点 を と り , 
と を 。 と お く 。 
& 生 [ZZ (を 三 0。1。 2。 …… 2 一 
この よう な 分 割 と 代表 点 の と り 方 に 対応 する 近似 和 は 


= /( き 0(zniー ァ ) の 6 


で ある . 
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つぎ の 定理 は , S。 が 文字 どおり 7) みみ の 近似 和 で ある こ 
と を 主張 し て いる . S。 を リー マン 和 と も 言う . 


[定理 ] 閉 区 間 [Z, 2] で 連続 な 関数 7(z) に 対し | 近似 和 


て は , 区 間 [2, ] の 分 割 ブ が | イプ | つ 0 と な る | の 極限 
よう に 細か くさ れ て ゆく な ら ば , 代表 点 の えら | 
び 方 の いか ん に よら ず , 近似 和 S。 は 一 定 の 極 
| 限 値 に 近づき , 

| lim ダバ (xnー ニ 7 の 呈 の 


14|=0 た =0 


が 成立 する . 


1” この 定理 の 主張 は 2 つ あ る . 
(1) |2 ビ 0 の 極限 で S。 が 一 定 の 値 7 に 近づく こと . 


(2) その 値 7 が 定 積分 7(⑦)z に 等 し いこ と . 
ここ で (② は , 7 を 5 の 関数 と 見 て , 
6 王 。 の と き 7ー0 
回 に 
し // 
が 成り 立つ こと と 同値 で ある . 
2" 例え ば /⑦)=z” と し , を 閉 区 間 [0, 1] の 等 分 害 
0= テ zo く ヵ くく …… く Zw 三 1 


(微積分 法 の 基本 定理 ) 


ロー かー あの 
と する と , この 定理 が 成立 し て いる こと を 実際 に 確か め る こと が 
で きる . So 「 大 学 へ の 数 学 1 ニ ュー アプ ロー チ 」C.16, p.293 
し か し , 一 般 の 連続 関数 に 対す る 証明 は ,。 深い 知識 を 要する . 
3 理論 的 に は この 定理 は ,「 す べ て の 連続 関数 は , 原始 関数 を も つ 
こと 」 を 主張 し て いる . 


皿 . 定 積分 と は 何 か 
「 大 学 へ の 数 学 ニ ュー アプ ロー チ 」 の 積分 法 の と ころ で も 


述べ た よう に 定 積分 ) /(>) み を 近似 和 。 あ るい は 。 リー マ 


ン 和 (リー マン ,G.F.B.Riemann, 1826--1866) の 極限 と し て 
定義 むす る こと が で きる (実は それ が 正統 的 な の で ある ). 
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微分 の 逆 演算 と し て で は な く , この よう に 構成 的 に 定義 さ 
れ た 定 積分 が , 微積分 法 の 基本 定理 
7) み =7 の 


を 満た すこ と に は , 格別 の 意義 が ある . と いう の は , 微分 と は 
独立 に 定義 され た 積分 が 。 結果 的 に 微分 の 逆 演 算 で ある と い 
うこ と が 分 っ た か ら で あ る 。 


AA. 定 積 分 の 近似 公式 


1T. 数 値 積分 
7ー【 (Go) の 値 を 数 値 的 に 玉 め る と き に 。 7( 々 ) の 原始 関 


数 が 簡単 に 見 つか れ ば 結果 は 容易 に 得 ら れる . し か し , 一 般 の 
場合 に つい て は 原始 関数 が 求め られ な い (簡単 な 式 で 表 さ れ 
な い ) こと が 多い . その よう な 場合 に 7 の 近似 値 を 求め る 種々 
の 公式 (いわ ゆる 数 値 積分 の 公式 ) が 工夫 きれ て いる . 

A 4.5 II の リー マン 和 S。 は , その 最も 素朴 な 例 で ある . 

以下 に お い ぃ いて, 区間 2 ミ ァ > ミ 5 の z 等 分 点 

zo (の, zu 2。 の 5O 三 2 (ミー の リ 

に お ける 7 パ z) の 値 %。 。 …… 7 の 4 の 08 つ GUO の 8 と の の た 


また 。 分 点 問 の 距離 を ん と お く , すなわち 。 ヵ ニー ニー と. 
yk 三 6 十 ん 
光 0 | 導 ちの 耳 OPCCCEECEE アー ュ アッ 
( み 三 7(Z/ ! 
が 7 の 0 の 1 開 | PCDCCCCDCCL グー ュ の 


0 
KICK | 
| 7 アー ルー 放す キー…… 二 - り | 
| 
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1" 7 の 近似 値 と し て 7 を 用 いる こと は , 各 小区 間 [zz。 xml] に 
お いて 7 パ (>) の グラ フ を 2 点 (zz。 (zzn。 2rrr) を 結ぶ 線 分 で 
お きか える こと に 相当 し て いる . 

2" 2 ミ ァ ミ ) に お いて |"(z)| ミ 4 (た だ し , 7 は 定数 ) で あれ 
ば 

(5ーg)* 

127* 

が 成り 立つ . これ は 台形 公式 の 精度 を 表す も の で ある . も と も と , 

近似 式 に は 精度 の 評価 が 重要 な の で ある が , 簡単 な 台形 公式 の 場 

合 で さえ , 上 の 評価 を 導く こと は 相当 めん どう な 仕事 に な り , 高 

校 の 程度 を こえ て し まう . 


|7ー 急 | ミ 


想 .、 シン プ ソ ン の 公式 


7 の 近似 値 と し て 
5 一 人 (の % 二 %) 二 4( ぬ 二 Execo 十 -J) 


填 2( ぁ 十 欠 二 …… 填 み -2)) を と る . 
た だ だし, z は 偶数 と する . 


CO 


1? この 近似 式 は , 区 間 [zzz-2。 zzk| に お いて げ () の グラ フ を 
3 点 (Zzz-2。 の z- の 。 (zz が z-)。 (zsx。 5) を 通り | 
軸 が ヵ 軸 に 平行 な 放物線 ? ニ ez" 十 克 ヶ 
で お きか える こと に 相当 し て いる . 実際 。 この 放物線 の 下 の 面 積 
/7。 は 


/7。 ー す (es 二 47xm F が %e) 


選 な る を ん 1 2。 。 2/2 に つい て 加え た も の が 上 の 
S。 に 他 な ら な い . 

2? 2 ミ ァ > ミ の に お いて |7 の (>)| ミ 4 (た だ し , 77, は 定数 ) で あれ 
ば 

/74( ゥ ーg)" 

28807 が 

が 知ら れ て いる . これ は シン プ ソ ン の 公式 の 精度 を 表す も の で あ 
る . 

3?” コン ピュ ー タ を 利用 し た , この 公式 の 実用 性 に つい て は , 

s A.10 


ーー ペル 4 お わり 


202 3$4 関数 の 積分 


B. 401 

つぎ の 各 積 分 を 求め よ . 

(1) ーー ん ②⑫② (な ー 太 ) 
まず 分 子 を 展開 (1) (aco 
割り 算 を 実行 =(2z-5+ 計 ) 


ニッ *ー5 十 81og|| 二 C (C は 積分 定数 ) 


ド Ne 二 3 し 9 e 着 
まず 展開 > (2 (7zー 太 eV(z/z-sz+- 寺 一 二 /e 
マ " の 形 に 夢 = -3x+ 3 ター ァ タ ) の 
積分 し た 結果 は 逆 > ーー-2zT6zT2z す | 
に 微分 し て 元 に 戻 2 
る か どう か 確 め る ー( 計 -4+6+1)/ ヲ 5 ー( 全 -2+6+2) 

と ルト 
9230 23y 2 一 32 
5 
BB. 4 らら 
つぎ の 各 積 分 を 求め よ . た だ し , zz は 0 で な い 定 数 と する . 
(1) Ueos3z み (2) Usinzz み 


(@⑩) Veos3z み = りき sin3z7 み 


ー 計 sin3z+ C  (C は 積分 定数 ) 


し 3 
0 


(2⑳ Us xr みこ \ ー 寺 (Gos 72Z) の 


当 [ 入 に 
三 | 一 一 cos 7 | ニーーー(cos 7 一 cos 0) 
72 p 72 


人 
ーー 支 人 -D"ー1 
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日 . 4083 
つぎ の 各 積 分 を 求め よ . 


(1) Usimz み (2) Usim2z み 


(3) Usin 2 ァ cos 3 の 


[アプ ロー チッ > ( の ニー ーッ 呈 C や Usinz み ーーcosr 二 C の 公式 か ら 


Usimz な 一 訪 ( 一 cos すご な どの 珍 公式 を 「 発 明 」 し て は な り ま せん . それ ぞ れ に つい 
て , 三角 関数 の うま い 公式 を 用 いる と 原始 関数 を 見 つり られ ます . 


Us < 倍角 の 公式 
rh 同 アー ーcos 2 の 
ー ニ テー Sim2 ァ 十 C (C は 積分 定数 ) 2 
( 2 ) (sm みこ sg る 三 倍角 の 公式 
Sin* の 
ーー 言 eos2 ァ ラー cos6x 十 C (C は 積分 定数 ) SS 
(9 Usin2zcos3z み ー い テ Gin5zsiny) み る 和 を 積 に 変え る 公 
式 
ー タ | - cos5z+cosz| 2cosgsin// 
1 71 1 三 sin(Z 十 /) 
= す 1(3 1) ( 寺川 ーsin( ゥ 一 
を 
5 


研究 | 1* 一 般 に , (1), (2) と 同様 に し て 
Usinfgz と Usiniez あ 。 Usin'ex み (2 は 0 で な v 実 定数 ) 


な ども 計算 で きる . た だ し , 累乗 の 指数 が 大 きく な っ た と き に は , 他 に も っ と 有効 
な 計算 手段 も ある . og B.420 
2* (3) と 同様 に し て 


Usm 7 S1m 72 の ア 。 Ues 72Z COS 727 の アッ Usinxzcos 7227 の と 


な ど が 計算 で きる . 
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倍角 公式 cos29 一 2cos?9 一 1 を 利用 し 。7ーW 1Tcos みみ の 値 を 求め よ 。 


積分 区 間 テ =z ァ ミ 信 【 と お いて は 


cos 訪 0 る ヶ る ) 
と な る こと か ら , 
(= いり き =Vyzlos 放 er 7g|s 引 ze 
( 定 積分 の 加法 性 ) 】 
絶対 債 を は ず す 。 ァ ag cs テテ み ーV 7 テ cos テ の 
内 

-zsm 族 -zzm 話 

=275 (1ー 劇 )-272 (人 ーー) 

ー4/2ー ア 6 一 2 


誤っ て 1 十 cos = 2cos* テ テー Y2 cos 訪 9 の 誠一 "os すみ 


ー|2/2sm* 胡 =-22( デ )= /6 一 2 と な る . これ で は , 図 1 の 争 線 部 分 の 面積 


を 求め る か わり に , 図 2 の 2 つの 面積 5」, S。 の 差 5』ーS。 を 求め た こと に な る . 

定 積分 に お いて 被 積分 関数 の 絶対 値 を は ず す と き に は , この よう に 符号 に 気 を 配ら な い 
と いけ な い . (不定 積分 の 場合 に は , 符号 を 気 に し よう が な い の で , 周囲 の 状況 に より 判断 
する し か な い .) 


2 
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B.405 一 一 
つぎ の 各 積 分 を [ ] 内 の 置換 を 利用 し て 求め よ . 
①) Uz(3-'g [3ー ァ 雪 (2) ve" [ZZ2=| 


COS の 
(3⑬) ga lsinz 


( 1 ) 3-ー ァ ニー と お け ば ァ yー3 一 ち |z 0 23| 
み ニ ーー で , 積分 区 間 の 対応 は 右 の よう に な る 。. 3 さ 0 
3 
Uz(3-yy み =(G- の 太一 の ーー の み 
症 9 堪 給 人 729 
=@ー の の ニー NM 
(2 ) 2%ー/ と お け ば 2x み ー の だ か ら 。 [z IO ノ 2| る ァ テ gw の =y テ 
lo っ 4| と 置換 し て 。 
e- 写 の ァ み ー テ の で , 積分 区 間 は 右 の 較 呈 
ze" み 
よう に な る 。. 
4 Ye た 
ze" みみ ニン "s み ー う ) と ゆー テ | "| 0 2 0 
は を に な る と 考え る こ 
= テロ ー 二 ) と も で きる が , 解 
答 の 置換 の 方 が 楽 


( 3 ) sin! と お け ば ,。 cosr みみ テ の 


COS ae 二 / コ モカ 
5 し UMS 


三 2y1 十 sinr 十 C (C は 積分 定数 ) 


い /(<)q の 値 を 。 * ニ e() と 置換 し て 7(e( の )@( の 0 (た だ し 。 e( の ニム 
の (2) の ) と 求め る 場合 。 の (の は , 積分 区 間 で 連続 で な けれ ば な ら な い は ず で あっ た . 
(mg A4.2) 
し か る に 。 上 の (⑫ で 実行 し た 置換 積分 で 。 e( ひ ニ Y7 と 考え る と の (の) ニテ 万 は 積分 
区 間 0<7 ミ 4 の 端点 7 一 0 に お いて 連続 で な い . この よう な 場合 に 置換 積分 の 公式 が 交 
当 す る か 否 か , 議論 の 余地 が ある と ころ だ が , この よう な 微妙 な と ころ を 気 に と め ず に 進 


む の が , 高校 微積分 の 多数 派 で ご ある. 気 に な る 人 は 置換 積分 の 定義 に 立ち 帰っ て 考え て み ・ 
よ . (mg A4.2) 
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星 22 の ee 
つぎ の 各 積 分 を 求め よ . 
q) (ze*- (⑦ Ye み 
2 
⑬) 3 = SN ④ 9 1 


アプ ロー- チ > 【 び (?))9 人 サー(2 二 0 び (z))" プ (<) より 


g キ ー1 の と き 7⑦)7(⑫) み ーー ユキ T プ (の DC 
また 。 ーー1 な ら ば (が み =logl7(⑦ は C 


これ ら は 置換 積分 の 特別 な 場合 で す . これ を うま く 利 用 する だ け で , 原始 関数 が 見 つか る 
も の が た くさ ん あり ます . 


1) ee-D( み ニー のみ 
= すり Geー1(⑦ー1 み 


写 (デー C (C は 積分 定数 ) 


(2 ) えみ っ (/logz- 二 な =U(ogz) を (ogz7 み 


ー す og 々 )#+C (C は 積分 定数 ) 


(3) ( = ご ん キリ な 


@~* 十 1 askil 
ーーlog le“ 十 1| 二 C (C は 積分 定数 ) 


(4) (Sm の ー (sm. ーー み ー Utanez・(tanz) 必 
COS 記 coS^ 交 COS 


ー す tamz 二 C (C は 積分 定数 ) 
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B.40 フ 7 一 一 一 
つぎ の 各 積 分 を 求め よ . 
(1) Utanz み (2) Utanz な (3) tan の 


[アプ ロー チ つ > 簡単 そう に 見 える が , 意外 に 手強い . tan テ 7 回 紀生 を 2 まり 


4 の 2 還 2 7 \3 
1) は 1 ニー の 宅 (② は ( 尽 1+ ア 人 の, 8 は 1 に 時 の 
と いう , 有理 関数 の 積分 に 帰着 する こと も で きる が , この 後 の 計 算 は か な り tough で す . 
うま い 変 形 に 気づく と 。 アッサリ 解決 し ます . 


1) Utanx み = な =【 ー(cosz) る cosy= テ z と 置換 


COS ア COS ア し て 積分 し た こと 
= テーloglcosr| 二 C (C は 積分 定数 ) に 相当 する . 
1 = 
(2 ) NE の み =【( COS* ア ー1) み 4 tanz1 ニ COS* ァ 
COS* 
(3) NE み =Uanzrtanz みっ Unz(ーー -1) 
=Ueanzr(tan の ( み ーUtanz み 
(1) の 結果 を 利用 し て の Utanztanz) み 
2 
ゥ Ian ァ 十 loglcosx| 十 C (C は 積分 定数 ) ー す tanz+C 


は tany テ z と 
置い て 置換 積分 し 
た こと に 相当 する . 


ん Vanz と お け ば 。 ヵ 生 3 の と き は , (3) と 同様 に し て 


な =Uanrrrtan 和 なみ ーUtanr-z-( 四 ー1)= = tanm ァ ーUanr-z 
COS“ 25 紳 


し 4 


0 102 の に 2 の 
三 


1 
が 成り 立つ . これ を 利用 し て , 太っ 太 -2 太 4 つ … と 添字 を お と し て ゆけ ば ぼ , 7 が の 計算 は 
最終 的 に は , か ヵ の それ に 帰着 され る . 一 方 , 万 と ム は 。 上 の よう に 定まる の で , すべ 
て の 自然 数 z ヶ について, ん は 計算 可能 で ある . 
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B. 408 
つぎ の 各 積 分 を 求め よ 。 
2 _( “ーー2 ァ ー1 
00 洋 っ Je DeT D(x 2 全 ⑫⑳ ey 


[アプ ロー チ > 分母 が 複雑 な 分 数 関数 の 積分 は 。 まず 部 分 分 数 に 展開 する の が 最初 の 仕事 で 
訂 


隊 還 (1) 分 母 の 形 か ら , 部 分 分 数 展開 は つぎ の 形 に な る . 


2 = 万 C 
(gzー1(z+27 ーー 7 (x+27 POCCOCDO ① 


① を 通 分 し て , 2 と , 次 式 を 得る . 
2 ァ キ 1=4(z 十 27 上 ( ァ ー1(z 十 29C(z-1) 。 …… の 
に お いて 
ァ ー1 と お き 3=94 
ァ ニ ーー2 と お き 3 ニー3C[ … 4ー テ 。 ガー 
y* の 係数 か ら 0=4 十 


Sg"A4.4 1 昌 


、0O 2 和 01 1 
M z=1 3 諾 人 
log| ェ ー 1| き log| ァ +2|- の C  (C は 積分 定数 ) 


(2 ) ダー2 ァ ー1 4z 博  C 
(z* 十 1)( ァ ー1) >z“ 十 1 ァ ー1 
と お き , 通 分 し て 両辺 の 分 子 を 比較 する と 
ァ *ー2 ァ ー]1ー(4 ァ 十 )( ァ ー1) 十 C(z? 十 1) 
=(4 寺 C)z*ー(4ー ぢ ) ァ ー( ぢ どー の ) 
これ が 恒等式 で ちあ る た め の 条 件 
用 填 C テ 1 
ノー ー ク の ル を 解い で 4 三 2。 万 三 0, @ 三 一 
どーC テ 1 
oo 


算 す る に は , log(z* 十 1) 一 log |*ー1|+C 
ァ ーtan の と 思 換 hi 
し て も よい . 還 lg C (C は 積分 定数 ) 
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B. 40 ヨ 
つぎ の 各 積 分 を 求め よ . 

(is _" 委 

0 7ーMezfm を の 7-)gemre @ な っ 


置換 積分 に は , し ば し ば 有効 な , 置換 の 定石 が あり ます . な か で も 分 母 が 
(2Zz 十 の "の 分 数 の 積分 で は gz 十 5 王 7 (= み C- め ) と お く , 無理 式 /Zz 十 ) を 含む 


積分 で は 。 yz 十 5! 62) と お き 。2 次 式 "上 の を 含む 積分 で は 。 
ァ テ ogtan の 9 と お く と 。 …… な ど は ,。 特に 有名 な も の で す . 


C1) 2wkU= ニ 4 と も % と 。 ァ ー テ (:ー1), み = テ の で , 


積分 区 間 の 対応 は 右 の よう に な る . |[ 影 ! 
還 ( 人 NGP ll 2 3 
= っ 0. 証人 さ の 3 りみ 


oe 
デ liegl+ ーー og 6 


(el 三 ? と も く と 。 ァ ー テ (デー1) が ー02 


l 2 1 計 和 ーー 
7 テ は 6 07 チ / だ PaV( 1 の 


上 雪 / 人 ei 2 
ー (3 りり)+C (だ ー3)7C 


ー す (*ー172z 二 T+C (C は 積分 定数 ) 


(3 ) ァ ー2tan の ( - す <9< す ) と お く と 


4 
2 に 2 = 
ァ * 十 4 三 4(tan*9 十 1) Re 


S^ の 
みな =2 一 回 [ 影 必 
9 BB 芝 放 
積分 区 間 は 右 の よう に 対応 する . 4 


(AG0800N 2 の ICM 
軸 \ 4 2cos7 の 2 の 8 
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BB. 410 
つぎ の 各 定 積分 を 求め よ . 
60 7ー(Uz24ー ア み ② ーー 


[アプ ロー チノ 無理 式 /Zーz ァ ? を 含む 積分 で は , ァ ーZsin の と 置換 する の が 定石 で す . 
( 1 ) >=2sin の と お き , 


婦 
の の 変 域 を 0 ミ 9 ミ そ 0 


(の ら と が で きる ら の 活き 5 
変 域内 で cos の =0 ァ 4 一 >*ー ソ 4cos? の 9 テ 2|cos | ニ 2cos の, み ー2cos 9 の 
2sin の cos の 


い 7ーW4sin*9・2cos の ・2cos 9 の =4U'sin29 29 
三 sin 2 の 0 0 


sin2 の = ニーcGo549 人 


=2YQ-cs4 の の =2| 949 8 を 
この 変形 が カギ 区 (2) /4> 一 ダー/4 一 ( ァ ー2)” で ある か ら 。 


ァ ー2 三 2sin の 。 すなわち , 


ェ ー20+sin の と お き 。 
ーー ブー 
9 の 変 域 を 一 ミ の ミー 9 


(どの 5 と 2 が 3 で きる の 。 この と き 。 
1 
4 ァ >ーz2 。 /4cosZ9 2|cos9| 2cos の" 


(0 ll ー( す ルー そ 
ea 2cos 9 9 の = 


変 域内 で cos の =0 夢 


の ーー2cos の の 


置換 積分 の 根拠 ( mg A 4.2) を 考え ん れ ば わか る よう に , 積分 変数 > と 9 の 対応 が 上 
の よう に , 単調 で ある 必要 は 必ず し も な い . た と えば , (1) の 場合 
9 王 5z/6 の と きも , ァ ー2sin の 1 


5z 
な る こと か ら 7ー い 4sim'9-2cos |-2cos 929 ニ …… 


と し て も 良い . た だ し この 場合 は 被 積分 関数 の 絶対 値 記 号 を は ず す の に , 計算 が や や 複雑 
化す る . つま り 


テ 5z 
7ーV4sin29g9【*4sin229 9 
0 ち 
と な る . この よう な , い た ずら な 要 雑 さ を 回 避 す る た め , ァ テ 2sin の と 置換 する 場合 は 。 9 
の 変 域 を 。 初 めか ら , ー ミ の ミ テ の 中 で 考え る の が 好都合 で ある . 
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B. 411 
つぎ の 各 定 積分 を 求め よ . 
還 @ の Z 還 朗 (Va 二 朗 issi 
0 Em の ME 


(z* 十 の の)” を 含む 積分 で は , >ーZtan の 9 と お く の が 定石 で し た . 


《) ァ ーtan9 ( を <9<) と お く と 


ミト E is _ 99 7 
ァ * 十 1 ーー |cos |=cos 9 安 cos2 の 人 ME 
は cos 9>0 
し の ps な ーUcos* の 9=W1-siny の cos 9 
ーUcos 9 sim?9(sin の 49 王 sin の ー す sin' キ C 
po 5 に に 2 5 
SRC MNT で ある か ら 。 る の を に 戻す . 


の 2 1 
ニー テー キー バー 4 で (C は 積分 定数 ) 
(2 十 1 3 (2 十 1)# 
( 2 ) 分 母 ニ y タ ー2 ァ > 十 4ー( ァ ー1)* 十 8 と な る こと か ら , 
ァ ー1 テ 3 tan の すなわち ァ テ 1 填 7 3 tan の と お け ば , 
1 _ cos* の Me |zll24 
ァ デ ー2y 十 4 3 * みみ cos* の | 
, 積分 区 間 を 右 の よう に と る こと が で きる 。. 


7ーW@+73 an の ・5 cos の .73 / 


~ cos* の 


し 
0 2 


BN mg / 


証 | 語 2 すき 
| 廊 ? -ioglcos 9 ドニ ー マ 計 Tlog2 


(2) に お いて , ァ ニテ 1 十 7 3 tan の 9 と お いた と き , 9 一 4Z7/3 の と きも ァ ー4 と な る か ら 
と いっ て , 積分 区 間 を 0 から 4Z/3 まで と する わけ に は いき ませ ん . @( の = テ 1+73 tan の 
が , 積分 区 間 0 ミ 9 ミ 4z/3 で , 連続 で は な く な っ て し まう か ら で す . 

被 積分 関数 が 連続 に な る 範囲 な ら 。 た と えば (1) に お いて は ,。z/2 く の く <3z/2 で 考え て も 
か まい ませ ん . その 場合 は 。 |cos 9 の | ニ ーcos 9 と な り ま す が , 計算 すれ ば その 最終 結果 は 
上 で 求め た も の と 一 致す る は ず で す . 計算 し て みて 下さ い . 
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) > キ ァ X( 奇 数 ) の と き , tan テ ー/ と お く と ,。 


1-7 w 2 
1+ す が) み 1+ ど 


Sin ァ ー 8 COS マー 
1 土 だ ? 

が 成り 立つ こと を 示せ . 

( 上 記 の 置換 を 利用 し て , つぎ の 各 積 分 を 求め よ . 

60 \ 2 ② 上 ー 空 


tan o 1 十 sim 十 CoS と 


( イ ) 倍角 公式 を 用 いる と , 


co の ーー 久 siny 三 2sin ぅ COS ッ ー2tan 5 Cos* デ ー ー 呈 隊 
1 十 tan 
1 一 tan* 
232C 4 し 2 2 
cosーcos* テ sim% テ ー(1ーtan )ees 
2 の 2 2 し 2 
1 填 tan テ 
計 
呈 
Ca 
cos-ー 
ウ 
の の 
ー2cos2 テ ー 王 | 
の 2 1+tan テ MA 
27 の ァ 1 一 だ (3 27 ) 
ーー タン ー レ 三 0) FE. 
tany ニ ュー (0 全う り あ "ーー テー キリ 
=logl|-ogd+ の + ど =og| けど 
の 
2 12 ーlog lsin| 二 C (C=C'ーlog2 は 積分 定数 ) 
=loglsinzl+C (2) 積分 区 間 は 右 の よう に する 。. 肖 隊 十 
と いう 公式 が 得 ら す の ァ 本 
れ た . 上 1 十 sin 十 CoS と 劉 皮 ーー 
COS 1 
9S 交 = = 
8 0 27 1 ニー 呈 二 の 
Sn な 1 十 7 1] 土 ど だ 
S1n1 ア 
と 考え て も よい leglr+il| ogz 
・ 0 9 


の) の 置換 を 利用 すれ ば , “sin, cosy の 有理 関数 "の 積分 は , “7 の 有理 関数 "の 積 
に 帰着 で きま す . た だ し , 必ず し も この 方 法 が 得策 と は 限り ませ ん . ( Sg B.407) 
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を つぎ の 各 方 法 で 求め よ . 


ーー 
(1) tan 訪 と お いて 置換 積分 を 実行 する . 
(2) 分 子 ・ 分 母 に sm を か け , cos> デ Z と お いて 置換 積分 を 実行 する . 


解答 (1 ) tan 訪 王 # と お く と 


の 020 、。9 に 
Sin ァ ディ エ ィ の の 1+ ア の で ある か ら 


_(1+ キ だ (の 
ィ ) 27 ゴツ ) 学 loglzl+C 


=loglam|+o (C は 積分 定数 ) 


( 2 ) cosx デ z と お く と , 一 sinrg み の で ある か ら 
Sm ァ の の Sm と の (1)2z 
na 


Sin* 1 一 cos?* ァ 1 一 * 


_J(z 一 1(z 填 1) 1Dー の ーー 


)w 


ー テ tlogl g 一 1 一 loglz 十 1| 二 C 
還 吉 ! 


で ー す log | 95 テー +o 


> el テー coS 十 1 
(C は 積分 定数 ) 


zz 十 1 


研究 (1), (2②) の 結果 は 一 見 する と 矛盾 する よう で す が , 


| 講 * コ _|1 一 cosz ト 2sin2(z/2) ー as 
1 十 cos > 2cosX(z/2) 2 


と な る こと を 考慮 すれ ば , 完全 に 一 致し て いる こと が わか り ま す . 不定 積分 に お いて は , 
積分 定数 の 不定 性 の た め に , も っ と 逆説 的 な 現象 も お こり ます . mg B.414 
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B. 414 = 
な を つぎ の 各 方 法 で 求め よ . 


coS* ァ 
(1) cosz デ z と お いて 置換 積分 を 実行 する . 
(2) tan 三 7 と お いて 置換 積分 を 実行 する . 


( 1 ) cosz デ gz と お く と , 一 sinyg 三 の 
時 (2 信 語 1 
7=) 2 が 222 


ューー ョ ー 二 C,」 (C, は 積分 定数 ) 


1 
ー 2cog* ァ 


(2D 下 tam 三 7 と お く と 一 ーー ーー ュー の ーー の 7 


を 究 


_。 ま 8 
COS COS" 2 


ー す tam ァ 二 C (は 積分 定数 ) 


0 je る と 同じ 関数 の 不定 積分 7 が 置換 の 仕方 に よっ て 異な る 結果 を 生ん だ よ 
うに 見 えま す (= キテ anyz ) が , 積分 定数 を 考慮 する と , 両者 は 全体 と し て は 一 致 


2cos“Z 


し て いま す 。 つ まり , tantz1 ニ ーー で ある こ と か ら 。 と を の = の + 訪 と 対 応 


させ れ ば よい の で す . この よう に 不定 積分 に お いて は ,。 積分 定数 の 不定 性 に よっ て , 見 か 
け 上 異な る 結果 が 現れ る こと が あり ます . 
な お , 定 積分 に お いて は , 当然 の こと な が ら 結 果 は 完全 に 一 致し ほす. た と えば 


に 則 ED の ァ に お いて 。 
0 COS 


Si 
COSZ 三 Z と お く と, 3 


1 
tam み 三 と お く と ) みす | ー テ 
2 ま S96 
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の の ーー と と お く . ァ ーg(/) と 置換 する こと に より , 


み 三 の (の 『 ど 再 で と 


2 2 当 ) (人 の) 
ES ( 2 寺 1 ニ の 柱 朱 


Sum(2 迷 ん 1 呈 
ママ “ 十 1 三 9 2 5 2 


あと は , 積分 区 間 の 対応 を 調べ れ ば よい . 
まず ,。 ァ テ 0 は 一 0 に 対応 する 。 


_g@"ーg@~『 所 ト p 

いり (e7)*ー2 ダ (e7) 一 1 テ 0 
e7>0 で ある こと を 考え , e"= ニ ダ +/ ダ * 二 1 3 e7 の 2 次 方 程 式 
7 テ log( マ +Y ダ * 十 1 ) の も う ひ と つの 解 


は 負 に な る 。. 
以上 より , >=e(/) の お きか え で , 2 


っ ーー 時 1og( マ +Y ヤ * 十 1 ) 


1" 以上 より 7 計 ー og(e+YZT や )+C が 得 られ まし た . 

2" yz" 二 4 (4 は 定数 ) を 含む 積分 で は , ァ yz?+ オ ーz と 置換 する の も よい で し ょ 
2 局 

3" る eZ) 三 ーー は , 通常 sinh と 表 さ れる 関数 で , 双曲線 正弦 (hyperbolic sine) と 
呼ば れ て いま す . 同様 に し て 


ー ア 


@" 十 e の eK の 3 
2 GARg33 
は それ ぞ れ , 双曲線 余弦 。 双曲線 正 接 と よ ば れ , これ ら を 総称 し て 双曲線 三角 関数 と い 
いま す . それ は , 三角 関数 と よく 似 た つぎ の よう な 関係 式 を 満た すか ら で す . 
Sinh と 
cosh 


coShー 。 tanhyー 


(cosh 一 (sinh)* 王 1 tanh 


oo 本 二 - > 
Smhz 三 cosh, 8 coshーsinh と 。 の 7 tanh ァ ー な ど 


に 1 
(coshx)* 
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上 ee 
部 分 積分 法 を 用 いて つぎ の 各 積 分 を 求め よ . 
(⑪) Ve" 宅 (2) UIogz み (3) (og 


[アプ ロー チ > (1) で は > を 微分 する 側 に , e~* を 積分 する 側 に 選び ます . (2) で は , 被 積分 関 
数 を logx と 1 の 積 と 考え , logz を 微分 する 側 , 1 を 積分 する 側 と 考え ます . (3) で も , 被 積 
分 関数 を 1 と (logz)* の 積 と 考え る と ころ が ミソ で す . 


e* を 積分 する と 影 (1) (ze-* な =(ー の うーV・(ー と 9 


2 = ニーze“ーe* 十 C (C は 積分 定数 ) 
1 を 積分 する と y 叉 (2) Uiogz み =VG)1og zzー ァ rlogzーVzogz)' 


=zlogyーWz 
ー ァ log ァ ー ァ 十 C (C は 積分 定数 ) 


( 3 ) Vogz み =V1・(ogz7 


dogyy y segy ト (>.2ogz- み 
1 6 
ー21og ァ メー ーe-20 ogz み 
(2) の 結果 を 利用 し て 


@ 
1 


ーe- 引 zipgzーz| ーe 一 2 


研究 部 分 積分 の 公式 は , 積 の 微分 公式 
げ (z)・9(z)#ー ア (z)g(z) 十 (>) の (z) … ア (z)g(z) ニ げ (<)・g の ( ァ ) ザ ー ア (z)9(Z) 


の 両辺 を 積分 し た 【 プ (る )9⑦ み = 7⑦- の <Y み -( 7 の の ⑦ み 


回 り ア (9 の 計 [7 | - 7⑦) の のみ Pa (*) 


に ほか な り ま せん . と ころ で , 与え られ た (>) に 対し て 7(z) は 一 意 に は 定まり ませ ん 
が , どの (>) に 対し て も (*) は 成り 立ち ます . た と えば (2) で 1= ニ >” と する か わり に , 1 ニ 


( 々 1 と 考え て Ulogz み =(>+1)logzーV(>+1)・ 二 み と 計 算 す る こと も で きま す . 
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B. 417 - 
つぎ の 各 積 分 を 求め よ . 


(1) 7ーUzfsinaz (2) 7-zdogy 


[アプ = まっ z ツ (の ) み (7 と いう タイ プ の 積分 で は , 部 分 積分 法 が 有効 な も の 
が 多い の で , 覚え て お く と よい で し ょ う . 
(1) 部 分 積分 法 に より 

7ーz(ーcos のみ ニ ィ ( coS マ ) Vz9( COoS 々 ) の ァ 


ーー ア %cosr 二 20zcosz み ツー ① 部 分 積分 に より , 
5 被 積分 関数 内 の 
ここ で , ① の 右辺 の 第 2 項 を 再び 部 分 積分 すれ ば , 5 5 人 
"が に な っ た ! 
zeosz=Uzeinz) み ーzsimーUsinz み 
三 み SD が ckGOS の 二 (O) | 語 昌 3 和 ②) 
を ① に 代入 し て 
7 テーy*cos 十 2zsin 十 2cosy 十 C 
(C=2」 は 積分 定数 ) 
(2) 部 分 積分 法 に より 


た (( す ogyyw=| 且 dogyy| ーV を (dogzy み 


に (C 。 | 
中 上 2 21og ェ ー 2 Urlogz み ① る 部 分 積分 に より 
① の 右辺 の 第 2 項 に 。 再び 部 分 積分 を 用 いる と Uz(og z)*2z が 
4 6 アァ“* 7 ア “* e e アテ 1 
Vzlogz み (人 ) Jogz み =| 全 lgz|-( す うみ 二 logrg み で 表 
oe の 衣 e2 7]* ge 二 1 せ た ! 
2 0 = -| 生 に 人 の) 
上 _ @ー1 
を ① に 代入 し て ae 


研究 部 分 積分 を する と き に は , 被 積分 関数 の 2 つの 因子 の どちら を 積分 する 方 に 。 ど ち 
ら を 微分 する 方 に 選ぶ か が 大 切な ポイ ント で す が , その と き の 原 則 は 

(Gi) simz, cosc, @" は “積分 "する 側 (積分 し て も 複 林 に な ら な いか ら ) 

⑪) logz は “微分 "する 側 ( 微 分 する と 1opg が な く な る か ら ) で す . 
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BB. 418 
つぎ の 各 積 分 を 求め よ . 

(1) い e 和 な (②) log(e+1 み 


[アプ ロー チノ 置換 積分 と 部 分 積分 の 両方 を 合わ せ て 用 いる こと に よっ て 計算 で きる , 積分 
の 例 で す . 


(1) 旨 =7 二 と 3 生生 の 723 還 の 7 ニニ (が の 7 で 


積分 区 間 の 対応 は , 右 の よう に な る . zo 24| 
(ec“ み = し e-27 み = e み 上 
0 0 0 
ここ で 部 分 積分 する と 
7/ レ い e み re0 み =| er (cg 
=W(e み =2eー| | = 
0 
と 考え て 部 分 積分 4 
届 つ 6 Uew=2(〆+1) 
(2) 部 分 積分 する と 
Uog7⑦) み 旧 Uiog (Z+1D み = の "log(Z10 み 
ー!e)log7(<)e |zgeD|-(z: ーー の 
と 考え て 部 分 積分 6 1 
-pm2-20ー 生 ) 
計 本 5 っ 
ー1og2 2+20- 計 て み ⑩ 


1 Ass 
ゼ +」 を 含む と 『 第 3 項 の 積分 で , ニーtan の 9 と お け ば , み ニ ーー の 9 


き は , ヶ ーtan の 
と お く コイ ーcos*9 で , 積分 区 間 は 右 の よう に lzl0 ヶ 1 
と 4 
oe 小 2 
ee 
上 fm を = CO830 cs 0 の ニオ ② 


用 


①, ② よ り log("+1)gzーlog2ー2 二 2 
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BB. 41 

2 の =0, 0 に 対し て 。 7( ヵ の = い z1ー の *z と お く . 
ーー ンー 

(3) 自然 数 %, z に 対し , 7(。 2) を 求め よ . 


ーー テー7( ヵ 十 1。 2 一 1) を 示せ . 


(1) 7( ヵ の 2) において, ァ > テ 1 一 7 と 置換 する と 
NIS の テー の 7 
ァ ー0 で 7 デ 1 = テ 1 を 7/ デ 0 


ババ の の ーー- の (0 み ーU ロー の のみ ニ 7 の 2) 
(2 ) 部 分 積分 を 用 いて 
か の =Vzm0ー が * み 


1 ヵ +1 Co 拓 1 
還 二 2 000 (パー の 1ーy)77 み 


4 +1 9-1 
Rm 21(1 一 ヶ ) Ca 
( 3 ) (2) で 示し た 関係 式 を 繰り 返し 用 いる と , 


7(, ーーー ィ 7( 寺 1 ター1) ニ 


7( ヵ 十 1。 2 一 1) 


2 
272 十 1 2 が 十 
トーーLKX ユーー つ 2 ロ 一 1 人 w 1 

72 十 ] 7 十 2 72 た お 2 272 


0) 
を 得る . 一 方 
7(% 十 2% りー ze トー ニー ーー 
0 D 2 十 z 十 1 o 7 十 zz 十 1 
で ある か ら 


0 2(z 一 1)……2・1 72! 7! 


お FU) の.B7GSe37 が DS (05552 

華 完 (3) で 示し た こと か ら , 7( ヵ の) は 。 二 項 係数 の 逆数 - レ ーー の 12! と 案 数 の に 
p+9C ち _ (2 ヵ 寺 の! 

まで 拡張 し た よう な 関数 で ある . 

大 学 以上 で は 。 ぢ ( ヵ 。 の) ニ 7(2 一 1, 2 一 1)= 18 コー) を 。 オ イラ (L.Euler。 

1707-83) の ベー タ 関 数 と 呼ぶ 、 な お ,『 数 学 1』 で よく 用 いた 公式 : 

い ( 々 ー の (@z) み ー す (9 の" は , コニー( 々 ー の ー/ と 置換 すれ ば 71。 1)ーg(2, 2ー 

1/6 と いう , 上 で 得 た 結果 の 特別 の 場合 に 帰着 され る . 
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B. 480 


6 ムーUsimzg と する と き , 


2 デーsin"! ァ ・cos 十 (一 1) 太 > …(*) が 成り 立つ こと を 示せ . 
( 上 の 関係 式 を 用 いて , つぎ の 各 積 分 を 求め よ . 


G) 7ーUsinez ②⑫⑳ こり 2 


Sim* ァ 


[アプ ロー チ フ > ⑦) は , simn 補 sin"!Z・sin と みて で て 部 分 積分 し ます . また 避 で は (*) の 式 を 


*・ ガー1 ーー 
803D02SE ラー を co8 テ ュー ルト 7 3 ③① 
放つ ( 
2 キー1 の と き 人 2 の …⑨ と 変形 し て 使い ます . 


( イ ) な ーUsinrdz・( 一 cosz7 
ーsin*" ァ (一 cosz)+( ヵ ー1Usinr-4zcostz み 


テーsin“"! ァ cos < 十 (2 一 DUsimerz1 ーsin*") の Z 


万 の 方 程 式 に な る 共 テーsin" ァ cos 十 (一 1)( 太 >ー カ ) 
両辺 に 不定 積分 が 夢 … 2 デーsin"" ァ cos ァ 十 (z 一 1) 太 > 自 


入っ て いる の で 積 ( ロ ) (1) (*) より 変形 し て で きた ① 式 に , z 三 4。 z 三 2 を 代入 し 
分 定数 は 省略 し て て 
いる . 


呈 3 
ニー Too 較 2 ーー と 98 中 の 6 
これ ら と 。 ーー ァ + 〇 (Ci は 積分 定数 ) と を 用 い 。 
C= さ の 旧 ムー ー オ sim cOS ェ ー 計 simn COS ッ 訪 々 二 (@ 
(C は 積分 定数 ) 
(2) (*) より 変形 し て で きた ② 式 で , 順に z ニ ー2, 0 と お く と , 
ー (SG1 に 計 
4ー no/ S09 そ よる ケッ テ ー(siny)-「cos 十 
( は 積分 定数 ) 
ニタ 5 _ cos 2cos 
C= 今 2 Cp (C は 積分 定数 ) 
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B. 4g1 
ヵ を 自然 数 と し て , 5 一 Vsin'z み と する と き 。 
さ 便 芝 カ 人 9 U た 
奇数 ヵ 人 ea 4 .2 . 


1 の と (ZN 。 


[アプ ロー チ > 前 問 と 同様 。 尊 化 式 を 利用 し て 解き まし ょ う . 
7 Vsmyz み ーVsinr-z・( 一 cos ァ ) ZZ 
| ーsin“! ァ ・cos 円 3 の ー DVsimy っ ァ ・COS^ ァ の 7 


=| -sinyzreos r+(@-(S っ ーS) 


= テ 2 に 対し て は , 右辺 の 第 1 項 は 0 と な る の で , る 一 応 。 ヵ 三 1 の と 
= テ (%ー1)(S,-2 一 S ヵ ) き は 別 扱い と な る . 
S ヵ 一 -z ( 且 2) @ これ が {S』j のみ 
これ を 繰り 返し 用 いる と た す 戸 化 式 
7 一 1 2 一 ] 一 3 に 
S ヵ 一 了 ・S。-2 三 2 ロ うつ"* 
局 ぁみ 介 数 な ち 。 3 ニート ダー 
27 2 一 2 と G① 
ー1 7 一 3 人 栗 2 る 結果 は ヵ 王 1 の 
さ み ci い O 
2 と き に も 正しい 。 
方 %=1 み = を =Vsinzg=1l 。 …… @⑨ 


①② より , 証明 すべ き 式 が 得 ら れる . 血 
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日 . 4 
7ーerrcosz み を 求め よ . 


[アプ ロー チ > 部 分 積分 を 2 回 繰り 返す こ ょ で , 7 を 求め ます . 


2 通り の 部 分 積分 b 隔 還 の “を 微分 する 側 , cosz を 積分 する 側 に 選ん で 部 分 積分 する 
が 考え られ る . と , 


CS 馬 
7-(erGin 2) み ーe"'sin 一 Wesinz の 


た eee ー*sinz 一 20eremz み 

微分 する 側 。 e“* 共 次 に , e“ を 微分 する 側 。 sinx を 積分 する 側 に 選ん で 再び 第 2 項 
を 積分 する 側 に 選 を 部 分 積分 する と 

ぶ と 元 に 戻っ て し 5 

まい 意味 が な い ! ーー の Sin の 2。 (一 cosr) ZZ 


ー の "sn 一 2| (cos る 20ecosz | 


両辺 に 現れ た 昌 テ e“(sm 十 2cos ァ ) 一 47 十 選 


Ueeosz これ を 7 に つい て 解く と 
は 積分 定数 の 分 だ 7ー キ の *(sin 十 2cos) 二 0 (c= き G は 積分 定数 ) 
け 異 っ て も よい の 


で 定数 避 が つく . 


e@“ を 積分 する 側 , cos > を 微分 する 側 に 選ん で 2 回 部 分 積分 を 実行 し て も , 同様 で 
ある なお, これら の 方 法 は , 7ーVercosz み 。 /ーVeesinz み SONG 7 と りつ 
て の 連立 方 程 式 

7=ーe"Ysin ァ ー2/。/ テ ーe 全 cos 十 27 
を 解く と と と 同じ で ある . 

一 般 に , 上 に 示し た の と 同様 に し て 

eees 婦 の, esin gz みみ (2,。 2 は 0 で は な い 定 数 ) 
を 求め る こと が で きる . 高校 の 範囲 で は , < 部 分 積分 を 2 回 使う > と いっ た 技巧 に よっ て し 
か 求め られ な いこ の 種 の 積分 も , 大 学 で は 


(G 二 75) エ て ーー 1 (G 十 7 め ) デ 
@ の ー ュー の 
) g 十 2 の 


と いう 指数 関数 の 積分 に 帰着 さき れる の だ が , これ は , 大 学 に 入っ て か ら で あ る . 
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NNN 


2 


①) p= Sin ァ 0 o-" 


COS 
o Sin ア 十 CoS 0 SIn 十 CoS 


と する と アテ @ で ある こと を 示し , これ を 利用 し て ア の 値 を 求め よ . 


う sin ァ 6 
の た Sim 十 cos の の 値 を 求め よ . 


光 半 NRRR2RSS28SSS08 BE こ SS 
アプ ロー チ > 原始 関数 (不定 積分 ) を 求め る こと な し に 。, 定 積分 の 値 を 求め られ る こと も あ 
UESEEa 
( 1) の た あい て ー テ 0 と お くに 
g@ の テー の の,。sin ァ ーcos た cos 三 Sin7 る 余 角 の 公式 
で , 積分 区 間 は 右 の よう に な る . | sin(-/)=cos7 
- Sin ア 了 全 
o Sim ア 十 COS 字 M テ w 0 cs( 人 7 リーsin 
り COS 7 29 信 COS 7 る アー の が 示せ た 
1 et / ) sm な heoef ぐ 
SS)( 
2P=P+ 9 の =V]ー MR RG j る PT の を 考え る の 
o 【Sm 補 十 coS そ Sm マ 十 coS と が カギ 
さ ギ 。 
sin 十 COS ア す 尋 EZ 
\ ーー 2 2 4 
( 2 ) 上 の (1①) の 場合 と 同様 の 置換 積分 に より 
N Sin* ァ 隊 COS“* ァ 4 一 般 に 
0 Sin ア 十 COS 補 o Sin ア 十 CoS 和 
で ある か ら 52CC 
2 ミク 克 7 
27 い Sin ズ 十 coS V 3 1 2 (7@ ァ ) の ァ 
0 S1n ア 十 COS 0o Sin 十 COS 
に 。 2 1 | | ( ほ * る ) 上 る E 誤 - B.413 
がり と 75 log |tan 2 la 8 月 。 


る sin( ァ + 


MA tan3z/8 _ 1 1o 2 十 1 
/2 Stan78 72 “72ー1 


は 
7ー- 太 leg(72 +1) tan 訪 メー 2 1 


る tan 含 ー2 1 


2 ク 2 タ 


7e の OS 
く 天 国 の 数 学 座談 会 (1)> 


司会 :「 現 世 の 皆 様 ,。 こん に ち は . お な じみ く < 天国 か ら お 送り 
する 数 学 座談 会 > の 時 間 で す . 本 日 お 集まり いた だ いた 
の は 現世 で も 著名 な 方 々 ば か り で すか ら , いま さら ご 紹 
介する まで も な いで し ょ う . さて 今日 の テーマ は …… 広 
の の へ 〇 マ …… 」 

放送 局 :・「 た だ いま いた ずら 好き の 天使 に よる 妨害 が あり 一 
部 音声 が 途切れ て お り ま す .」 

司会 :「 …… それ で は 年 齢 順 と いう こと で ,。 は じ め に ユー 
クリ ッ ド 先生 か ら お 願い し ます .」 

ユー クリ ッ ド :「 そ れ は , その 上 に ある 点 に つい て 一 様 に 横 
た わる 幅 の な い 長 さ で ある .」 

デカ ルト :「 何 だ か いか めし い だ け で , 失礼 で す が よ く 分 か 
り ま せん ね 、. 私 の 方 法 を 使 を ば, 明 思 か つ 判 明 に 表現 で 
きま す . すなわち 1 次 式 で 表 さ れる も の で す .」 

ニュ ー ト ン :「 私 は さら に , 力 が 働か な けれ ば 物体 は それ に 
沿っ て 等 速 で 運動 する , と 考え る こと に し まし た . この 
こと と 運動 方 程 式 . そし て , 万 有 引 力 を 仮定 し て 。 リ ン 
ゴ の 落下 と 惑星 の 回 転 を 統一 的 に 説明 で きま し た .」 

ハミ ルト ン :「 ニ ュー トン 先生 , 私 の 発見 に よれ ば ぱ , 物体 が そ 
の よう に 運動 する の は , それ が 自然 に と っ て 最適 な コー 
ス で ある か ら で す . 自然 は 最適 に 営 な まれ て いる の で 
59s 

リー マン :「 い や いや 。 そもそも 空間 自体 が , 先輩 方 が お 考え 
の よう に , どちら を 向い て も どこ か ら 見 て も 同じ よう に 
無限 に 広がっ て いる 絶対 空間 と は 限り ませ ん . 空間 は あ 
る 意味 で 歪ん で いる か も 知れ な い の で す . この 空間 の 歪 
み を 視野 に お け ば , 反対 に , それ を 2 点 問 の 最短 径 中 と 
し て 定義 むべ き で し レ ょ う .」 


p.233 に 続く 


22 ら 5 


(A 基 礎 理論 訪 ) 


回 キー・ ワ ー ド 


定 積 分 で 表 さ れる 量 
面積 


体積 


弧 長 


還 還 2 


級数 の 評価 


級数 の 極限 
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SA 本 SR 


面積 , 体積 曲線 の 長き さき など が 定 積分 で 表 さ れる こと は 応用 上 
きわ め て 大 切 で ある . ここ で は , 定 積分 に よる 表示 を 導く 一 般 的 
な 考え 方 を 述べ て お こと こう. いま, 2 変数 zy。 ヵ に つい て ,。 2 は ヶ の 
関数 0 め りか つの 三 2 の と きま 0 と お る そし で 2 邦 2 
の と き の ヶ の 値 7/=z(2) を 表す こと が 問題 で ある . 

が か ら > 十 4z まで 増加 し た と き の ? ヵ の 増分 2》 が 

の 7 が (600200 上記 ま ① 
と 近似 的 に 表 さ れる と し ょ よう. た だ し , 7() は と の 連続 関数 で 
あり , ① の 近似 式 は 。 その 誤差 ブッ ー ア (>)4z が 2z に 比べ て 微 
小 で ある こと , 正確 に は 


ター バッ)2x 0 し >ー ョ OM に し ② 


で ある こと を 意味 し て いる と する 。 今後 , ② が 成立 する と き , 
7(x)z の 誤差 は ァ より 高位 の 微小 量 で ある …… ③ 
と いう こと に する . さて 。 これ ら の 条件 の も と で は 


7= の =V7og mt の 
が 成立 する . 実際 ④ は 
lm 学 =/( 々 ) すなわち , 人 を) 議 議 朗 に の ⑤ 


を 意味 し ,。 これ と (2⑦= ニ 0 と か ら ④ が 得 ら れる か ら で あ る . 


1? 上 の 扱い で , (2) が 0 と 限ら な いと き は , ヶ の 代り に 
タ (>) テ %(?)ー が 0200 ⑥ 
を 用 いて 考察 する と , 
= テバ (オプ ァ ) 一 が (2) 一 (2 が (>) 一 (2)) 
デー グッ 三 げ (>) グ ァ 
か つ s(2⑦2= ニ 0 で ある の で 
(の = り のみ 
2 つ 6 
(の = の + り 7(G) み 5 の 
が 得 ら れる , 
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I. 基 本 形 
以下 に 現れ る 関数 は すべ て 連続 と する . 


ーー 


[定理 ] <5 と する ./( ァ ),。 gz) が 区 間 [2。 ] に いて, 
ア (z) ミ の ァ ) 


を みた す と き , 2 曲線 
ター ア (>), y 王 9(z) お よび 2 直線 ヶ ー ニ 2,。 テカ 
で 囲ま れる 部 分 の 面積 S ぐ は 


6 | 
S=U 7(⑦- の る | 


ッ ー ア () 


1” この 図形 の , z 座標 が 2 と と の 間 
に ある 部 分 の 面積 を S(x) と すれ ば ぱ , 
S(2)= ニ 0 で あり , 求め る S は S( の に 
等 し い . 

一 方 , > の 微小 増分 ファ に 対す る ゞ 
の 増分 ( 右 図 の 斜線 部 ) 4S は 
25S=[ 高 き >) 一 の ), 
底辺 2 の 長方形 の 面積 ] 
三 ( げ (>) 一 9( 々 ))2z 
を 満た し , 誤差 は (z)* の 程度 で あり , 4 ァ に 比べ て 高位 の 微小 
量 で ある . 


プ (>) 一 の 々 ) 


ッ ー の て ) 


っ) 全 ニ <)- の ?) 


S=S(⑦ の =!. び 9⑦) み 
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部 。 。、 ウ アリ ション 
媒介 変数 表示 
の 2A00 700 it き 5 | | II ① 
で 表 さ れる 曲線 と 3 直線 
ァ デ アパ ( ヵ ),。 テア ( め ,。 ッ テ 0 
で 囲ま れ た 下図 の 斜線 部 分 の 面積 S は 


=V2 の 7 の O み ーー rm の 
で 与え られ る . た だ し , 9 の (の >0 と する . 


0| 7( げ ( ぁ ) て 


2 ご 楓 は SU? み に お いて ヵ ー テ (の, > テ が (7) と 詩 換 積分 し 
た も の と 考え れ ば 理解 で きよ う . 


[定理 ] > 軸 上 の 点 (z。 0, 0) を 通り 。 に な 平面 で | 
切っ た 切り 口 の 面積 が S(z) で 与え られ る 立体 の 2 ミ ァ ミ ム 


トド 2 


ャ = Se) 
3 


1* 証明 の 論法 は , 面積 の 定理 (A5.2 I ) と 同様 で ある . 
この 立体 の 座標 が 。 と > の 間 に あ る 部 分 の 体積 を (>z) と す 
る と , ア の 増分 は 
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イレ =[ 底 面積 S(z), 高き 2 ァ の 柱 体 の 体積 ] 
ーーS( ヶ ) ァ 


で , 誤差 は ァ * 程度 で ある . 


の 


A.⑳ 頭 長 


I. 道のり 
zy 平面 上 を 動く 動 点 P の 座標 y。 y お よび 速度 ベク トル ゥ / 
の 成分 ,。 py は 時 間 7 の 関数 で 


= 低 。_ 室 
02 全 細 成 の 
な る 関係 が ある . 


時 間 7 王 。 か ら 7 一 2 まで 点 P が 描く 軌道 どの 長 さ を 求め 
SS 
時 間 7 の 値 が 7 の 点 を Q, 7 填 7 の 点 を Q と す 
れ ば , 2 が 十分 小さ いと き , 曲線 どの Q, Q' 間 の ぐ 
部 分 の 長き フル は 弦 QQ" の 長 さ で 十分 よく 近似 さ し 
れ て いる と 考え て よい . の 
一 方 。QQ'= テ (4 ァ )* 十 (/)) で ある が 
グ ァ ニ z:( の 7。 2 み (の 27 
な る 近似 式 が 成立 し , 誤差 は 7 に 比べ て 高位 の 微小 量 で あ 
る . よっ て , 7 より 高位 の 微小 量 を 誤差 と し て 
QQ' 二 yz。( の が 填 (o。( の 44 2 ル QQY 
が 成立 する . し た が っ て 
ガー ( 公 )+( 答 ) ぁ と な り 
な 2 み 
ry( 信 人 9 
が 成立 する . ある い は , 点 P の 速 さ (速度 の 大 き さ ) は 
りーYo 十 の で ある か ら , 
ルー リッ み ー リ ソ e キ の の 
が 成立 する と 考え て も よい 


と ル 。 
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IL. 弧 長 


[定理 ] 7 の , 9( の が 微分 可能 の と き , 媒介 
変数 表示 
ァ デ ア ( の , 2 三 り , eS ミ 7 ミ 8 


で 定義 され る 曲線 C の 長 さ ん は 


(人 ) 人 (人 ) 9 


で 与え られ る . 


1” 証明 は 上 記 の 1 から 読み 取れ る . 


皿 .。 ヴァ リエ イシ ョ ン 


[定理 ] 曲線 ?= ニ (>) の 2 ミミ の な る 
部 分 の 長き さん は 


1" 曲線 ヵ ー7(>), Z ミ ァ ミ 5 は 媒介 変数 表示 
ァ ー/。 2 デパ の , 2 ミミ 7 ミ の 
を も つ . これ に 上 記 II の 定理 を 適用 すれ ば よい . 
2* IL, II, 皿 の 議論 を 次 の よう に こだわ り の な い 形 式 的 記号 の 運 
用 で まとめ て お こう . 


の = ソ 27 二 みみ” 
() (人 の) 
-/( 竿 *⑳? 
の = ソ 7 二 み 7 


@/ 
@ の 


=/ ェ +( 学 ) 
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I. 定 積分 の 評価 
原始 関数 の 計算 が 困難 で , 定 積 分 の 正確 な 値 が 分 か ら な く 
て も , 定 積分 の 値 の 範囲 を 不等式 に よっ て 限定 で きる 場合 が 
ある . これ を 定 積分 の 評価 と いう . 
定 積分 


[定理 ] ?< く の と する 。. E 
の 評価 


(i) 2 ミ ァ > ミ の で 7 げ (z) ミミ g(>) が 成立 する と き 
UsV 2G) 


⑪ 7G)glsVIXolg 


1 証明 :G) が z) ニ 9( ァ ) 一 が ( ヶ ) と お く , /(z) の 原始 関数 を 


友好 な) の ⑦)-7 の =0 


よっ て , 万 (>) は 減少 し な い . 従っ て 
万 (2) ミ 万 (2) … 万 (の 一 万 (2) ミ 0 


に (の <)-7⑦) 必 =0 


りみ きり 7) み 


⑬⑪ 一 |7( 々 >)|I ミ 7(z)s ミ | げ (z)| に 注意 し て , (i) を 用 いれ ば よい 、. 
28 0 ミ e-“ ミ 1 (0 ミ > ミ 1) で ある か ら 


0 のみ 1 


TI. 級数 の 評価 
[定理 ] >0 に お いて 連続 関数 げ (y) が 減少 する な ら ば , 
7②+7③+…… キ DS” 7e) 


ミネ 1) 十 (2) キ …… オ 7(%) 


1* 74+DsV 7 のみ ミ 7 の を を に つい て 1 か ら み まで 加え る 
と 上 式 が 得 られ る .。 
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2" この 定理 を 用 いて , 無限 級数 
げ (1) 十 (2) 5DOCO 填 げ ( 十 らら OCG 
の 収束, 発散 を 断定 し 得る こと が ある . 


7(z)ー 二 に と れ ば , Vew= 人 =log(e F1) 


1 策 剖 1 
この 


1og(z 十 1) ミ 1 十 
な る 不等式 が 得 ら れる . 
2 っ oo の と き log(z 十 1) 一 十 oo で ある か ら , 上 式 よ り 
級数 1 キテ 3 テオ Pog2o が 十 eo に 発散 する こと が 
わか る . 
3" 7(z) が 増加 な ら , 定理 の 不 等 号 は 逆 向 き に な る . 


功 . 級数 の 極限 
関数 7/(z) か ら 作 っ た 


0 トー ィ ル ) 


と いう 数 列 は 定 積分 /(y) み の 近似 和 と 見 な せる . 
(ig A4.5) よっ て 
[定理 ] 0=zs1 で 連続 な 関数 7(y) に 対し 
la)-Veoe 


7 一 co 72 ん =0 


が 成立 する . 


* 1 , 1 由 寺 s 1 
2 生計 


9 ニー を 考え る と , gz 三 | ー テ 7) 


太 072 十 ん 。 7 た だ 0 \Z2 
と 書け る の で , 
im 一 im ニタ ルー) 
= げ (Z) み 三 人 ーー|iogd+ の | =lg2 


6 りー 


と の な 】 


epos 
く 天 国 の 数 学 座談 会 ②> 


ヒル ベル ト :「『 現 世 』 に 生き て いる 人 間 に は , 概念 に つい て 
論理 的 な こと 以外 決定 的 な こと は 何 も ちい えな い は ず で す . 
だ か ら 私 は これ を 単に 『2 点 に よっ て 定まる も の 』 と い 
いま す が 。 これ に よっ て 最終 的 に 何 か 意 味 さ れ て いる か 
は 問題 に し て いま せん . そもそも その 様 な こと を 決定 す 
る こと は 論理 的 に は 不可 能 で す . で も 数 学 的 に は これ で 
十分 だ と 私 は 考え まし た .」 

アイ ン シ ュ タイ ン :「…… 私 は それ を 光 の 径 路 で ある と 考え 
ます . そう 考え る こと に よっ て 幾 何 学 は 数 学 か ら 物 理学 
に 変わ る の で す . そし て この 考え を 押し 進め る こと に よ 
っ て 『 現 世 」 の 時 間 と 空間 は 単なる 「 入 れ 物 」 で は な く 
物理 学 の 対象 と な り , ニュ ー ト ン 先 生 の 引力 の 理論 を 大 
変 満足 の 行く 形 に 発展 させ る こと が で きま し た . …… 」 

司会 ・「 さ っ ぱり 分 か ら な く な り ま し た . 一 体 ど な た が 正 し 
い の で し ょ うか .」 

神様 :・「……」( た だ 微笑 むだ け ) 

天使 1 :「 人 間 が 考え る こと で 完全 に 正しい こと は あり ませ 
ん . コ 

天使 2 :・「 正 し いも の は 一 つと 考え る こと 自身 , 現世 的 発想 
KG 

天使 3 :「 人 が 『 現 世 』 で 見 る と いう うた か た の 如き 夢 に 何 の 
優劣 が あり まし ょ う .」 

天使 4 :「 現 世 の 人 に は 難し い 謎 に 見 える こと も , 天国 で は , 
実に 単純 な 真理 で す . 」 

悪魔 :「 い ぃ や, いや. 深い 深い 謎 を 深く 深く 追い 続け る の が 現 
世 の 楽 し み , 生き る 醍醐 味 . いひ っ ひ 一 
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B. 501 


曲線 ヶ 三 log ヶ と , その 上 の 点 (1, 0) で の 接線 , お よび 直線 x= ニ e と で 囲ま れ 
る 部 分 の 面積 き を 求め よ . 


[アプ ロー チ > 積分 を 利用 し て 面積 を 求め る 際 に は , 考え る べき 図形 の 概 形 を 描く の が 最初 
の 仕事 で す . 本 問 の よう な 問題 で は 曲線 と 接線 と の 位置 関係 (と くに 上 下関 係 ) を これ に よ 
っ て 確認 する こと が で きる か ら で す . 
能 和 | (ogy) 一 革 より 点 (1。 0) に お ける 接線 は , 
ッ デ ーッ ァ ー1 
で あり , ぐ は 左 図 の 斜線 部 の 面積 で ある 
SVG-D み -Vlogz の ァ 


トン 】 
ぐ 


(eoe- 隊 記 ] 


ー タ (1 OO ② 
また , 部 分 積分 法 を 用 いて 


logz @ の ー 世 ]og | ー Uzog ァ ) の 


②, ③ を ① に 代入 し て 
$= き (e-1)"ー ュ ー テ (の ー2e1) 


性 穫 *Ujogr ggー ィ log ァ ー ェ +C (C : 生 分 定数 )” は よく 出 て くる の で , 覚え て いる 人 
お みく らい で すず 
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B. 50 ら 


直角 双曲線 ッ ーー と 2 直線 7Z。 ヶ 三 ZZ (>0) と が 第 1 象限 に 囲む 
部 分 の 面積 S を 求め よ . 


[ 克 プ ロー チ > 面積 を 計算 する の に 。 定 積分 を 用 いる の は , 数 以来 の 常識 で し ょ う . 図形 
を うま く 「 切 っ た り 貼 っ た り 」 す る と , この 計算 が 面白 い ほど 単純 化 さ れ ま す . 


S は 右 図 の 斜線 部 の 面積 で ある 


2 お 


た ニニ // タ 
ここ / タ 


2 直線 と 直角 双曲線 と の 交点 は , 


MC 計 の N 訪 7) 
と な る 
M, N か ら z 軸 に ひい た 垂 線 の 足 を M。 N と する と 
0 を 原点 と し て 
S=( へ OMM^+( 図 形 MMNN)-(^ONN7 
と な る . 


AOMM ニ = ニム ONN= エ < M, N は zw=1 
2 上 の 点 
で , これ ら は 打ち 消し あう か ら 


ゞ (図形 MMTNT) 
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B. 503 
4 つの 曲線 
の = の 7083 王 2 の 53 二 の ニ コ 0002 詳 / を = この 

で 囲ま れ た 部 分 の 面積 を 求め よ . た だ し , 0 くく 1 く 2 と する 。. 


[アプ ロー チ > 基本 的 な 問題 で す が , 要領 の 良し 悪し で , 計算 の 手間 が ずい 分 違い ます . 


医 還 まず , 2, を 任意 の 正 の 定数 と し て 2 曲線 
ッ ーgZ* odGo ロ っ ① 
ゲー の FOODDCL ② 
で 囲ま れる 部 分 の 面積 S(2, 2) を 求め る . ①, ② の 交点 
の 座標 を 求め る た め に , ヶ を 消去 する と 
(2z う * 王 gz 


ァ (Zz? ー の ) テ 0 


ァ ー0 また は の 三 補 っ 


と な る . 
し た が っ て 


S(o 0=M 


0 


kl 


(太一 Zzz うみ 
2 


sh 
の SU Os6 
1 計 2 人 語 に 2 の 間 :22 
さて , 求め る べき ぐ は , 左 図 の 斜線 部 の 面積 で ある か ら 
S=S(1, 1) 一 S(Z,。 1 一 S(1,。 の 十 S(2。 の 
と 表 さ れる . これ に 上 で 得 た 結果 を 代入 する と , 


こ / 1 / が (oe 三 0(6) 
四 We 防 5+ み = 3g 
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つぎ の 不等式 で 指定 され る 領域 の 面積 S を 求め よ . 
ー2zy 十 277 ミ 1 is ① か つ 生き 生き CO ② 


[アプ ロー チラ まず , どん な 領域 を 表す か を 調べ て , 概 形 を 図示 する と , 計算 の 見 通し が 立 
て や すく な り ま す . 


① を ヶ に つい て 解く と 
ダー2y・y 十 (2z*ー1) ミ 0 
ァ ー ア 1 一 2? ミ ッ ミ ァ オ 1 一 7” 
し た が っ て ,① は 2 曲線 


タデ ァ ー ツ 1 ユー タテ テー …… 6 
= ァ キ アロ ー タ 6 …… ④ 


で 囲ま れ た 領域 で ある , そし て ③, ④ 

の 概 形 は , 直線 ? デ ァ と 半 円 

9 キツ 1 ユーx? を 図 の 上 で 加え 合せ る 

こと で 得 ら れる . 
さて ,。① を ァ に つき 整理 し 。 > に つい て 解け ば , 
2y2ー22・ 十 (ゲー1) ミ 0 
ーー < 9 


これ より , ヶ の 最大 値 は 2 で ある . 
( 図 の M 点 に 対応 ) ァ ー の の) ァ テ ア (》) 

よっ て , 求め る 面積 S は ーー ター が AM ー タ キッ ター ど 

20(7ch2 還 0 ツ ニ Y2 二 / を 

5 2 2 jw 


由貴 
PP 


62 2 
= 2 一 7 
72 
三 (扇形 OAB) 一 (へ OBC) 
なほ 
4 


る 定 積分 の 値 を 図形 
(2 的 に 求め て いる 
3 


[ 注 | ① を > に つい て 解い て ,。 ぐ を ヶ に つい て 積分 し た の は , 前 半 の 考察 に より , > で 積 
分 する より , 》 ヶ で 積分 する 方 が 簡単 な 計算 で 済む こと が わか っ た か ら で あ る 。. 
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B. 505 
媒介 変数 表示 
ァ ー2 だ 十 1, ヶ 王 ど 十 7 一 2 (# は すべ て の 実数 値 を と る ) 
で 表 さ れる 曲線 と > 軸 と に よっ て 囲ま れる 部 分 の 面積 S を 求め よ . 


[アプ ブローチ まず , 曲線 の 概 形 を 知る こと が 必要 で す . それ に は , 媒介 変数 表示 の まま 点 
の 運動 を 追跡 し て 調べ る 方 法 と , 媒介 変数 を 消去 し て か ら 調べ る 方 法 と が あり ます . 


了 還 > 軸 と の 交点 に 対応 する 7 は, ヶ テ 0 より 7ー 一 2, 1 
よっ て ,。 一 2 ミ 7 ミ 1 で の ヶ 。 ヶ の 変化 を 調べ る と 次 の よう に な る . 


よっ て , 左 図 の 斜線 部 の 面積 が S で ある . そこ で , 弧 ABC に 対 
する ヵ み を みか, 弧 CD に 対す る ヵ を ぁみ と 書 く こ と に すれ ば ぱ ば, 


we om us 
ー2 

rey oe 

6。 旭 は 7 の 関数 し ーッ 生 MR 学 みい し 7 

と し て は いずれ も 

ッ ー ど +/ー2 の 電導 rf 


図解 問題 を 与え られ た 2 式 か ら / を 消去 する と 
ァ ー2 ヶ テー27 填 5 
これ を 用 いて 7 を 消去 する と, ヵ の 関係 式 
ァ デ ー4( ヶ 十 3)z 十 (42* 十 20 ヶ 十 27) テ 0 
が 得 ら れる , これ を 用 いて S ゞ を 求め る こと も で きる 。. 
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B. 50 


ァ 。 2。 る 空間 に お いて 
(1) z? ミ 7。 7 ミ <。 2 ミ ァ > を みた す 立 体 の 体積 改 を 求め よ . 
(2) >=0, z* 十 77 ミ 1 0 ミ z ミ 2? を みた す 立 体 の 体積 必 を 求め よ 。 


[アプ ロー チ ツ > 立体 の 体積 を 求め る に は , まず 定 直線 (ふつ う は 座標 軸 ) に 垂直 な 平面 に よる 
切断 面 の 面積 を 求め ます . 


散 還 (1) を 定数 と し て , 平面 x=# に よる 切り 口 を 考え る . 
与 を られ た ヶ , ヶ , る の 不等式 に 7 を 代入 する と , 
だ ミッ 7 ミタ ミナ 
と な る の で , 切り 口 を , これ と 平行 な < 平面 に 正 射影 し た も の は 右 
図 の よう に な る . た だ し , 切り 口 が 存在 する の は 
2 語 電 も SU 05(SSUl 環 請 志 計っ eeoeee ① 
の と き で あり , その 面積 を S() と する と , 


s の =0。 (7 の のみ = を に 


ょ 2 


に ミー す 5 人 証 還 中 )。) リー 555555c 
3 7 一 が 十 3 7 ②) 
①, ② よ ょ より 
=U S( の りー 電 な 2 / 士 21『 居 テ 


( 2 ) 7 を 定数 と し て , 平面 ヵ ニ # に よる 切り 口 を 考え る . 
切り 口 の zz 平面 へ の 正 射影 は 
0 ミ ァ ミソ 1 ユー だ 。 0<<</2 
で 表 さ れる 右 図 の よう な 長方形 の 領域 と な る . ここ で 
1 一 =0 より 一 1 ミミ 1 
この と き 面 積 は が ソ /1ー だ で ある か ら 
=( 7 デ み ー2U 7 
この 積分 を 計算 する た め に 7 一 sin の , 
0 ミミ 訪 と 置換 する と , 


を 
2 


壇 三 2 Vsin*9cos* 7 sin*29g の 


0 


Ie 1ー cos4 の 9 一 | 9sin49 ドー を 


径 
2 
0 


肌 
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. 弓 0 フ ーーー 


曲線 ッ ー2*ー1。 0 ミ ァ ミ 2 と 線 分 ヵ ニ ァ 十 1, 0 ミミ 2 お よび ? ヵ 軸 と し て 囲ま 
れる 部 分 を だ と する . 

(1) だ を ヶ 軸 の まわ り に 回 転 し て 得 ら れる 立体 の 体積 只 を 求め よ . 

(2) だ を 2 軸 の まわ り に 回 転 し て 得 られ る 立体 の 体積 を 求め よ . 


を 図示 する と, 左 図 の 斜線 部 と な る . 
(1) 点 ( ヶ , 0) を 通り 軸 に 垂直 な 平面 に よる この 立体 の 切り 口 
の 面積 を 積分 する こと に より 


叶 =Uz(Z+1ー(@*ー1 人 9 


KO ウト --ーーーーーーーー- ご きら 


2 
三 (e+ 2 ァ ー2 分 2 すり) ZZ 


アァ" の の 2 クィ 1 2 0 3 
-4| 3 「”ー21og2 al =( 信 - の 
図形 OCAD IE | SO) 


ー logg 9 (290 下 入 三 上 
” \ 得 られ る 立体 の 体積 臣 られ る 円 雛 の 体積 
ea ① 
まず 以 は 
対数 の 底 を の e に な し = こ log(》+1) 
8 ご ee2 
い 。 ーー き 2 ゆ ウ 
まま 9 り =zUz の / 三 の tlog( ヶ 填 1)) @ の 7 
2 まる SNG 
3 3 3 
log( ヶ 十 1) ゆ loge+D み =|@+0og(e+ Dogo+D み 
テ ゲ ・log(》 十 1) 3 rs 
と 考え る より も 。 =16(og2 が - 引 e+Dioge+D |-V み ] 
ニー⑭ 寺 が ー16(1og2)*ー16(1og2)+6 
※]og(z 十 1) 16 6 
た 20 で ある か ら , =(16 1662 の EC ② 
EE 計 ” B.416 [ 注 ] 8 
一 方 。 ーー2 2 ニー PCCCPPCPD ③ 


_。 。 /40 16 6 
①, ②, ③ ょ り , = テ =( 信 eg9 


[ 注 ] (2 の 愉 を 求め る の に , 積分 変数 を に 置換 し , 右 の 対応 を 考え 
2 = の 7 が 和 当 。 (2902 と し で よ o。 の 


婦 


$5 


が / と 4 空間 に お いて , 点 O(0, 0 0), A(1, 0, 
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0), B(0, 1, 1) を 含む 平面 上 に 


A を 中 心 と する 半径 1 の 円 板 が ある . この 円 板 を s 軸 の に まわ り に 1 回 転 し て 
で きる 立体 を と する . C(0, 0, の) を 通り る 軸 に 垂直 な 平面 。 で を 切っ た と 


き の 切 り 口 の 面積 を S() と する . 
(1) S( の を 求め よ . 
(2) を 求め よ . 


円 板 を 回 転 し て で きる 立体 を 平面 g, で 切っ た と き の 切 断面 は , 円 板 自身 
を 平面 gg で 切っ た 切り 口 の 線 分 を , 回 転 還 の まわ り に 回 転 し て で きる 図形 に ほか な り ま 


せん 7 
(1) 原点 O と B を 通る 直線 を /, 
C(0, 0, の を 通り る 軸 に 垂直 な 平面 を %, 
また , 平面 g, と 直線 / と の 交点 を P, 平面 
@ と 円 板 の 周 の 交点 を Qj, Q。 と する 。. 
P(0, の で ある か ら , Qi, Q の 座標 は 
(2, 。 り と お く こ と が で き , AQ」=AQ。 ニ 
1 より , Qi, G の 座標 は (1 キソ ユー2 だ 。 ち 
の) で ある . また S( り は CQi,。 CG。 を 半径 
と する 2 つの 同心 円 に 囲ま れ だ 部 分 の 面積 
で ある か ら 

S( の =z(1+ バ ユー2 ア 7 十 月 一 (ロー バー2 だ が 博 

ー4z ツ 1 一 2 

た だ し , 切り 口 の 存在 条件 1 ユー2 だ =0 
より の 範囲 は - マ 2 <y< マ 2 で ぁゃ. 


( 2 ) (1) の 結果 より , 求め る 体積 は 
2 2 

レー を 5( の み ー リ を 4z71ー2 ど の 
2 に 2 


万 
ー=8zU イー2 だ み 


r=szU Z* あー イー 2 


ーー 
で 


P(0,7 


C(0.0. の ) 
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円 板 D : ** 十 2/ ミ 1 ぇ 0 を 直線 / : > ニッ テー を 軸 と し て 1 回 転 し て で き 
る 立体 を K と する 。. 
(1) 7 上 の 点 P(。 7。 の り を 通り 7/ に 垂直 な 平面 H, が D と 共有 点 を も つよ う 
な 7 の 値 の 範囲 を 求め よ . 
(2) 平面 H, と 円 板 D と の 交わ り が / の まわ り に 回 転 し て で きる 図形 C。 を 
考察 する こと に より , 氏 の 体積 を 求め よ . 


[ プ ロー チ > C, の 面積 を 7 で 積分 する だ け で は , 体積 が 正しく 求め られ な い . と いう の 
が 本 問 の ポイ ント で す . 


(1) 平面 H, の 方 程 式 は 


ァ 圭 2 土 2 デ 90 ① 
で ある . この 是 , と zy 平面 < 一 0 と の 交わ り の 直線 
ァ キ ヵ ー37 王 0 OOGCDDO ② 
へ の 円 板 D の 中 心 O か ら の 距離 2 を 考え 
ブー ( 由 板 D の 半 作 em ⑧ 
が , HH, と D と が 共有 点 を も つ 条 件 で ある . ③ よ り 
2 2 
RE 


(2) 平面 H, と 円 板 D と の 交わ り は 線 分 で ある . その 両 
端 を Q, R と し , 中 点 を M と する . この 線 分 を 7 の まわ り 
に 回 転 し て で きる 図形 C, は 2 つの 同心 円 に 囲ま れ た 部 分 
(リン グ ) で あっ て , 外側 の 円 の 半径 は PQ=PR,。PM ユ T 
QR を 考え て , 内 側 の 円 の 半径 は PM で あり , C, の 面積 
S, は , 


ぶ ーzGE-PMD ニ zQME 。。 ……| の 
と ころ が OM1QR で も ある か ら 
QM*=0G*ーOM* ニ ゼー ガー ュー だ と @⑥ 


図形 C。 は , 立体 K の 平面 H, に よる 切り 口 で も ある . 
平面 H, と 日 4 と の 間隔 は y 3 7 で ある か ら , (1) も 考え て 
ャ ん 人 2 9 
求め る 体積 レー(*。5/8 み =20 "73z(1ー ラ の ) み 
"8 


5 
9 ーー 
=273 2/ に 
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B.B510 
椿 円 < デー2zy 十 2 一 4…… ① で 囲ま れ た 部 分 を ァ 軸 の まわ り に 1 回 転 し て 
得 ら れる 立体 の 体積 を 求め よ . 


既知 の 公式 の どれ か に あて は め よ うと し て 焦る と ,。 な か な か うま くい きま せ 
ん . 実直 な 態度 で 丹念 に 計算 し ます . 


① を ヶ に つい て 解く と 


還っ ② 
赴 本吉 6= こ | = ⑧ 


②, ③ の お お よそ の 形 は , 直線 ゥ = ァ と 
半 円 9 ニキ 8 一 z” を 図 の 上 で 合成 し , 

り 軸 方 向 に 倍 す る こと に より 得 ら れ 
る . 以上 より , ②, ③ の 提 形 は 右 図 の よ 
うに な る . 

⑨② に 対応 する ヶ を , ③ に 対応 する 》 ヵ を 2%z と 書く こと に する . 求め 
る 体積 は , だ 円 の >=0 の 部 分 を ヶ 軸 の まわ り に 1 回 転 し て 得 ら 
れる 立体 の 体積 の 2 倍 で ある . 

すなわち , 


272. 


必 = 旨 の "の 


と お く と , アテ 2( 届 一 尺 ) 
と ころ で , 
ルー タテ" (8+2z8ー )w 


0 


に eg: 


朗 Z06 
世 り 

272 
k=* い (8 一 2z78 ニ 9 みみ 


ー イ | 8z+ 信 ⑧ー 29 計 " ー472 2 ァ ー テ ァ 
=2(ー- の リー) 
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B.B511 


yy 平面 上 の 図形 
が : 0 ミ ァ ミ ]1 か つ y7 ミ ッ ミ ァ 
を 直線 ヵ ニ ァ の まわ り に 回 転 し て 得 ら れる 立体 の 体積 を 求め よ . 


4 A 7 は 左 図 の 斜線 部 と な る . 
MR 計 ウ 1 放物線 ヵ ー ァ * 上 の 点 P(z, z?) か ら 直 線 ? ニ ァ に ひい た 垂 線 の 足 
ok ! を Q と し , 原点 を O と し て OQ=, PQ= ニ TY 
メ 2 ! と お け ば , YY は の 関数 と な り , は 
4 ! と 
1 リュ =【 人 訟 OO ① 
1 0 


直接 , を で 表 多 と 表 さ れる . そこ で 。 双 , を ヶ で 表す こと を 考え る . 


す の は 難し い . 図 の よう に R(>, >) を と る と 
へ QPR は 直角 三角 形 で PR ニ ァ ー ァ 2* 
ビー の 2 
rーPQ=- 方 PR= そ うー es 

え , と の 関 係 は 匠 ダテ 0Q=OR-QR=OR-PQT th 
と を 媒介 変数 と し 呈 7 め の め 玉 2 
て 表示 され た こと y? 7? 
に な る . そこ で , 積分 変数 を 々 か ら ァ に 置換 すれ ば 


riya の = 


= テ な り ) ( ァ ーy う 1 十 2z) み ニー テー 2 (ーー3z* 十 2z5)Z 


ーー 375 を | 202c 出 同人 26 


4 5 RRBMaiO0E 


際 才 0Q= ニ メ ,PQ= ニ 了 と お く 上 の 解法 は , 


「OA を ヶ 軸 に , それ と 垂直 な 方 向 を ヵ 軸 に と る 」 と いう “座標 軸 の と りか え "” を 利用 し 


だ で と に 相当 し て いる 
そし て ,。? テ ァ * は 新座 標 系 で は (*) に より 媒介 変数 表示 され た こと に な る . 
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B. 51 


曲線 弧 : ッ ー テ ュ ヶ 2 0 ミ ァ ミ 1 の 長 さ ん を 求め よ . 


と と の 】 


[アプ ロー チ > 弧 長 を 求め る 公式 は 簡単 で す が , 


に か な り た い へ ん で す . 
on の 紀 1 計 2 2 = 1 
守 ー ょ より ァ =( +( 芝 ) み =( ソ キヌ 
ァ ーtan の (一 /2 く の く ァ z/2) と 置換 する と , の の 積分 区 間 は 0 ミ の ミ 
/4 で あり , 


/ | 
2 cos* の |cos の | cos9 


coS* 上 sg の 


還 (C 還 | 
256 cos* の 99 
の 


ここ で , SN ( み ー0。 主 1。 キ 主 93 うと あく と 


Ss"! の cos 9 の 


「 os““ の ・sin N ( ヵ 一 1)cos" ぞ 9sin2 の 9 


ー( 方 テリ +( 969 


上 式 で ヵ ーー1 と する と , ee 3 G① 


29 = いい G087 2 と 半 び こと で Si の ーー と 


4 
か = cos の Jo1 一 sin* の 
置換 する こと に より 

8 5 77 72 一] 1 1 
の ・ Mi 2 。 = 


17Y2 川 
語 ICdPssill 間 に 清 だ 油 本 
log( 2 十 1) 
2 


①, @ ょ り , ァ ー ア ュー テ log(/3 0+ そ ー 


実は V+ 記 な ニテ (eZT1Tlog(z+Y22T1)+C で ある . 


ご く あ り ふ れ た 曲線 で も 弧 長 の 計算 は 一 般 


る この 積分 の 計算 は 


案外 難し い . 以下 
の よう に 置換 する 
ほか に 

1 十 y* ーー 
と 置く 方 法 も ある . 
上 


太 に つい て の 手 
化 式 を 利用 し て . 
-s を 計算 し よう 
と し て いる 。 

er. B. 420 B.421 


oka/ 帰着 
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B. 183 
72 上 に 
Z は 正 の 実数 と する . ヶ ーZcos* 9 の, 7ーgZsin' の 。 0 ミ の ミ 27 に つい て , 
(1) その 全長 ん を 求め よ . (2) その 囲む 部 分 の 面積 S を 求め よ . 


[| アプローチ 概 形 を 把握 すれ ば 計算 を 簡単 に する 工夫 が すぐ に 見 つか り ま す . 公式 を 機械 
的 に あて は め る だ け だ と , まち が えて し まう か も し れ ま せん . 


(1) アス テロ イド の 概 形 は 左 図 の よう に な る . 
この 曲線 は 両 座標 軸 に 関し て 対称 だ か ら , その 第 1 象限 内 の 部 分 す 


な わ ち 。 0 ミ の < テ に 対応 する 弧 の 長 さ を 4 倍 すれ ば よい . 


党 = ー3Zcos* の sin の , 多 =32sim の cos の 


0< の < 訪 で は 久 に +( 得 ) ーッ (32sin 9cos の )*ー lsimn 29| 一 学 sin29 


9 の 
日 EE 


=6cUsin29 =c| 529 6g 


( 2 ) 上 と 同様 , アス テロ イド の 第 1 象限 内 の 部 分 と > ヶ 軸 , ヶ 軸 と 
で 囲ま れる 部 分 の 面積 を 4 僅 す れ ば よい . 


S 三 0 ヶ の 0 ッ 当 の 


= gsin? の ・( 一 3Zcos* の sin の ) の 


=122 (em 9 一 sin' 9)29 


co"B. 421 ルレ ここ で ヵ ー(Vsim' 929 と ぉ く と = 
8 
4 


9 ニニ 12Z( ム ーー2 の ムー2 の ・ "ムー ァ g 


衝 意 (1) の 解答 中 , /sin?29 三 |sin29|=sin29 と し て きた の は , 積分 区 間 0 ミ 9 ミ ァ /2 に 
お いて sin29 の 0 だ か ら で あ る . も し , アス テロ イド の 第 2 象限 の 部 分 だ け を 求め る な ら 


UMsm29|49=(ーsin2 の Z9= 2 | 


の よう に 計算 する こと に な る . な お . パラ メー タ の を 消去 し て 計算 する こと も 不可 能 で は 
な い が , 少し 面倒 で ある . 


$S5 B 篇 (演習 問題 ) 2 タ Z 


B. 514 


ザイ グロ ロイ 1 ド 

ァ ーg( の 9 一 sin の )。 ヶ テ <(1 一 cos の )。 0 ミ 9 ミ 2 ァ 

と と ヶ 軸 で 囲ま れ た 部 分 を D, D を > 軸 の まわ り に 回 転 し て 得 ら れる 立体 を B と 
する . つぎ の お の お の を 求め よ . 

0 全 (6 (②) AO 


[アプ ロー チ > 召 介 変数 表示 され た 曲線 の か こむ 面積 の 処理 法 は 既に 学ん だ . og B. 505。 
B.513 


媒介 変数 表示 され た 曲線 を 回 転 し て 得 ら れる 立体 の 体積 。 表面 積 も 同様 に し て 求め られ 
る . 


の 
ツ 29 


0) SV yg 2 労 の 


= (cdcos の 29 


ーー ) 


=〆 い (1ー2cos の 9 十 の 


=g| ヶ - 2sin 9+ テ 9 ョ に mee 


83“ 


(@2 ニー の み = バ 0 ッ 0 


二 Atea ーcos の 9)?29 


=xU 中 ー 3cos 9+⑪+cos2 の 一 (cos393cos の | の 三 倍角 の 公式 


15 9 
ーー の 尼寺 4 Sm の す て Sim2 の 一 吉 sm39| 


ー5 ァ ^o 


228 3$5 積分 法 の 応用 


半径 。 の 糸巻 か ら 糸 を ぴん と 張り つつ ほど いて いく . 

(1) 右 図 の よう に 糸巻 の 中 心 が 原点 , ほど き は じ め 
の 糸 の 端点 P が ァ 軸 上 の 点 A(2,。 0) に ある よう 
に し た と き , ほど か れ た 糸 の 直線 部 分 と 糸巻 と の 
接点 Q と 原点 O と を 結ぶ 動 径 の ァ 軸 か ら の 回 転 角 
の を 媒介 変数 と し て , 糸 の 先端 P の えがく 曲線 の 
方 程 式 を つく れ . 

(2) 0 ミ の <2z の と き 線 分 PQ の 通過 する 部 分 の 面 
積 ぐ を 求め よ . 


[ 克 プ ロー チ > 動 点 の 描く 曲線 (軌跡) を 数 学 的 に 叙述 する の に , 媒介 変数 表示 が いか に 上 魅力 
的 で 強力 な 方 法 で ある か , 実感 し て 下さ い . 
了 還 (1 ) 0Q は 大 き さ が 6 で , y 軸 か ら の 回 転 角 が 9 の ベク ト 
ル で ある . 
0Q=g(cos の sin の =(Zcos 9 の, 2sim の 9 ① 
QP は 0 を 負 の 向き に 90* 回 転 し た 方 向 を も ち , 大 き さ は AQ= 
2 の に 等 し い . 
QP=zZ(cos( の 9 一 90), sin(990?) 
三 ((2 の ST の j 還 語 の の GOSi の )) 中 床 示 未 款 灯 2 垢 寺 ② 
①② より , OP=0Q+TQP 
三 g(cos 9 十 49sin 9, Zsin 9 一 49cos の ) 
メー g(cos の 十 の sin の ) 


P(z。 25KOA ぐ EC 
(?。 の K g g(sin 9 一 9cos の ) 
(@2 党 =zgcos の , 錠 ニ Zsin9 


より , ヶ , ヶ の 値 は 下 表 の よう に 変化 し , し た が っ て P は 
左 図 の よう な 曲線 を 描く . 


尋 37 
の 1| 0 2 ア 5 の 2 
の 央 度 の 康 2 の ミ ZN 3 錠 @ 
2 2 


yl0 ノ eg Z 才 さ ーーg さ ー2g| 


0 ミ の ミ ァ /2。 ァ /2 ミ の 9 ミ 3 ヶ /2。 3z/2 ミ 9 ミ 2 に 対応 する 
ヶ を それ ぞ れ (>) (z)。 sa(z) と お く と 
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ぐー Ne {z(z) 二 の 交 一 ( twG) 圭 の 


ー37G/2 


ー (0 議 ーg 一 (て )) み ー zo 


(<4 


76/2 376/2 
=ー\ w⑦ み -\ %(⑦ み -\ が (>) み ーー zo* 


巡 ー376/2 
ここ で , ァ yg(cos の 十 の sin の ) と お く と , (>)。 み (z)。 ys(z) の い 
ずれ も 2(sin 9 一 9cos の 9) と 表せ る の で , 


Se -V zen の 一 cos の )・g の 9 cos 9 9 
3Z/2 
- g(sin 9 一 の cos の )・2 の cos 9 2 の 
2 
ー り ,。gsmn 9 一 の cos の )・29 cos の 79 一 zo* 
2 ア 
テー IN (sin 9 一 cos の ) 9 cos の |- Z の " 
2 2 ア 
テー IN の sin の cos の @- い の cos* の |- の" 
し 4 2 
紀 計 旨 の sin29d9 一 の cos2 の が ー 信 | ー ァ の 


2 尋 1 2 ア 2 ア 1 
と ce の cos299=| の 5 | - 2 の の 


0 0 


ーー( sin29 9 
2 _ | 。 coS29 EET (22 eos2 の 
の sm 
ーー 2 ーー。 
4 0 
3 た の 
っ ーー 


OQ が 微小 角 9 だ け 増 加 す る 間 に 積 分 PQ の 通過 する 微小 
部 分 の 面積 2S は , 


45= テ ・PG-29 (中 心 角 29, 半径 PQ の 扇形 ) 


で 近似 で きる (誤差 は 9 より 高位 の 微小 量 ). 
この こと を 利用 すれ ば 
の 1 計 
2 
より 求め られ る 面積 S は , 
(3 2 IN228 二 E| 是 | 全便 寺 あ っ 
9 二 ーー) 29= き いり (Z の )*29 > の | 3 々 の 
と 簡単 に 求め らち られる. $ 7 いろ いろ な 曲線 で 学ぶ 極座標 と 深く 関連 する 重要 事項 で ある . 
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(《⑰) 0 ミ 2 く の と する . 2Z ミ ァ ミ で 定義 され た な め ら か な 関数 7(z) が 7() ミ 0 
な ら ば , 曲線 ッ ニ (>) と x 軸 . お よび 2 直線 =ー2, ァ ー2 で 囲ま れる 部 
分 を ヵ 軸 の まわ り に 回 転 し て 得 ら れる 立体 の 体積 は , 
レー( 2zyG) み で 与え られ る こと を 導 け . 


( 師 )。 曲線 ヵ =simz,。 0 ミミ ァ と ヶ 軸 と が 囲む 部 分 が を ヵ 軸 の まわ り に 回 転 し 
て 得 ら れる 立体 の 体積 を 求め よ . 


SONSERRRNSSSpS 


[アプ ロー チ > 積分 を 利用 し て 体積 を 求め ' る た め の ア プロ ー チ は , 1 つ で は あり ませ ん ., こ 
こ で 紹介 する の は , 回 転 体 の 体積 を 計算 する た め の , も う 1 つの アプ ロー チ で す . 


( イ ) z の 微小 な 増分 4z に 対す る の 増分 ブ プア は 区 間 [z, 
ァ オ ファ ] に お ける 0 ミッ ミ 7(>) の 部 分 を 軸 の まわ り の 回 転 し て 得 
られ る 中 空 の 筒 形 の 立体 の 体積 で ある が , これ は 内 径 , 外 径 y 
填 2 ァ , 高き (z) の 中 空 円 柱 の 体積 に ほぼ 等 し い . すなわち , 

グル モ ァ (> 十 イ ァ デ アー ァ グ 7( ヶ ) 

=ー ァ (2z ァ 二 ( プ ァ ) 人 (>) 

ガル 王 2zy7(?>)2 プ ターフ フー 0 

① の 誤差 は 2z より 高位 の 微小 量 で ある . 


の レ 
計 た 5 フェ ー2zy7(Z) 


レー( 2z7(G) み 


( ロ ) 万 は 左 図 の 斜線 部 で ある . よっ て は 
領域 0 ミ > ミ ヶ か つ 0 ミッ ミ sin* を ヵ 軸 の まわ り に 回 転 し た 立体 の 
体積 な の で , の の 公式 より , 


ニテ U2z7(?⑦) み 299 Simn ァ の ァ 


部 分 積分 する と , 
テー Ua( ーcos)'2 ァ ー | ー ア COS s+ Vcos ア の 
ーz+lsmz ドー ィ ルー テ 2z2* 


の 公式 を 用 い ず に ( を 求め る に は , 弧 0A, AB に 対す る > ヶ を >_-,+ と し て , 
ヤー) (yeー ッ の あー ん z2 み ー ル ァ と し , か ら ヶ に 置換 し て …… と ずる に こと 


に な る . 
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東 の 雪上 の 点 p( あ 生生 a を 通り P で の 接線 に 垂直 な 直線 ) と 
ヶ 軸 と の 交点 を Q と する . た だ し , 7>0 と する . 
(1) 線 分 PQ, ヵ 軸 , ヶ デ ァ * で 囲ま れ た 部 分 の 面積 S() を 求め よ . 
(2) 、zy 平面 の 上 側 に , PQ を 1 辺 と し 高 さ が 7 の 関数 7()) で zz 平面 に 垂直 
な 長方形 を 作る . P が 点 (1, 1) か ら 点 (2, 4) まで 動く と き , 上 記 の 長方形 
が 通過 する 部 分 の 体積 を 積分 で 表せ . 
(3) 上 の (2) に お いて , (の = テ 1/7 と し て 了 ア を 求め よ . 


(2 は 意外 に 手 強 (て ご わ ) い 問 題 で す . 


タッ ディ” より /ー2> だ か ら P で の 法 線 は , 
ッ ー ダ ーー 却 ( 々 ー の ー ッ ーー 計 だ + テ 
(1 ) S( の は 右 図 の 斜線 部 の 面積 で ある か ら , 
S( の 三 (台形 PQOR) 一 (図形 POR) 
ー す 人 ど ( だ すう)|-VYgz= 人 お 7 
( 2 ) ヵ ーz ァ ? の 点 P(7 填 7。 (7 上 7 の) に お ける 法 線 が ヶ 軸 と 交わ 
る 点 を Q と し , 2 線 分 PQ,。P'Q' と ヶ 軸 ね お よび ヵ ー ァ ” と で 囲ま れ 
た 微小 部 分 の 面積 を 5 と する . 
また , PQ, P'Q′ を それ ぞ れ 含み xy 平面 に 垂直 な 2 平面 に は さま 
れ た この 立体 の 微小 部 分 の 体積 を ブル と する . 
以 8 り 0 


グル ニア (の 4S より =7 の 完 
ZM_ 95_ の る (1) を 利用 
全 の 9 窟 ー の (2 どす ) 


7 は 1 か ら 2 まで 変化 する の で , 求め る 体積 は , 
レー( (2+ 二 (の g 
(3 ) 上 の ⑳ の 結果 に /( の = を 代入 し て , 
リー( (2 が + 有 iR 2 
ー| og 引 8+ og2 


ほ 意 ここ で は , 無視 され る 誤差 が . “7 より 高位 の 微小 量 ” で ある こと が 本 質 的 ! 2S 
を PQ, PP' を 隣り あう 2 辺 と する 長方形 で 近似 て する の は 誤差 が 大 きす ぎ て ダメ ! 
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| 計 2DMbuors ァ る 平面 上 の 曲線 C : <= ニ 1 一 >* (0 ミミ 1) を ぇ 軸 の まわ 
り に 回 転 し て で きる 曲面 を と する . ゞ の 面積 4 を 求め よ . 

た だ し , 曲線 どの ヶ 軸 上 の 区 間 [z, > 十 必 ] に 対応 する 長き の 弧 を 回 転 し 
て で きる 微小 曲面 の 面積 24 は 2zz の で ある 。. 


GE が EPS 


[アプ ロー チ > 曲面 の 面積 は 。 指導 要領 の 範囲 外 で す が , 基本 的 な 考え 方 は , 平面 の 面積 や 
空間 の 体積 を 求め た と き と 似 た よう な も の で す . 


ヶ 軸 上 の 区 間 [z, > 十 < み ] に 対応 する 弧 の 長 さ ぶ は 
=y(27T( の = リュ ( 学 ) 
で ある か ら , 
4 2zry1 二 (一 2z)" み 
4 ニ 2 z/1T422 み 


ー2z| 信 X (1 十 4z う * x 二 | 
3 8 Jo 


ー で (5y5 一 1) 


げ (z) が , 区 間 [2,。 2] で 7(z)=0 で , (>) は 連続 で も る と する と き ,。 xy 平面 上 の 曲 
線 ヵ ー7(z) の 2 ミミ ヵ の 部 分 を 軸 の まわ り に 回 転 し て 得 ら れる 回 転 曲面 の 面積 ? が 


$=2zU M/ 1+( 学 ) の ー 2 げ (?)Y1 二 げ () ア 


で 与え られ る こと が , 上 の 議論 か ら 出 て く る. 
この 公式 の 根拠 を ひと 言 で いえ ば , 母線 の 弧 長 が 5, 上 底 の 半径 が ヶ , 高 さ が z の 直 
円 すい 台 の 側面 積 25 が (4z が 微小 の と き は ) 


S 主 2zy・ グ Ss ミ 52xy/1+( 学 ) ・ ・ ブ ァ 


MS の 5 めこ な で ある ST 


し か し , この 近似 式 か ら , 2 ァ つ 0 の と き の 極 限 に つい て の 等 式 た 9 
@S 7/ み YY / N 
の に 


S 三 2 m+( 学 ) み 


を 厳密 に 導く た め に は , 近似 の 誤差 が 2 ァ より 高位 の 無限 小 で ある こと を 証明 し な けれ ば 
な ら な い . た だ し , この 種 の 議論 は 高校 の 範囲 を 越え た 知識 と セン ス を 必要 と する . 
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B.51 ヨ ーーーー 


る 軸 を 軸 と する 半径 2 の 円 柱 の 側面 で 。 zz 平面 より 上 (< 々 軸 の 正 の 方 向 ) に 
あり , か つ , 平面 ヶ ーY3 2 二 デ デ 2 より 下 (< 軸 の 負 の 方 向 ) に ある 部 分 を D と 
する . D の 下 積 S を 求め よ 。 


[アプ ロー チ > 「 長 さ を 積分 すれ ば 面積 , 面積 を 積分 すれ ば 体積 」 と いう 素朴 な 信仰 が , 実は 
誤解 で ある こ 還 雪 を 明らか に する 問題 で す . 


平面 メー3 2 十 デ 2 ……… ① と xy 平面 と の 交 線 は ① に 
s デ 0 を 代入 し て 得 ら れる 方 程 式 x 々 ーY3 ? ニ 2 ……… ② の 表す 


直線 で ある . 一 方 , 円 柱 と zz 平面 と の 交わ り は , 
y* 上 の ー4…… ③ の 表す 円 で ある . xy 平面 上 の ② と 円 ③ は 右 図 の 
よう に 。 2 点 A(2, 0, 0), B( 一 1。 73, 0) で 交わ る . この 2 点 を 
結ぶ 優 弧 AB 上 に 点 P を と り , P から xy 平面 に 垂直 に た て た 直線 
と 平面 や と の 交点 を Q と お き 。, 
AOP= の と お く と , P(2cos の 2sin の, 0) 
PQ= テ 2 一 2cos 9 十 27 3 sin の 

と な り , の が 微小 角 9 だ け 増 える と き の 側面 積 S の 微小 増分 2S 
は , 底辺 =249, 高 さ テニ PQ の 長方形 の 面積 で 近似 で きる . す な わ 
ち , 

4S=249x(2 一 2cos の 二 273sin9 mm (*) 


人 =40-cos9+73sin の 
一 方 。PーA の と き の = テ 0. P モ B の と き の = テ 4z/3 で ある 。. 
3aM 2 ーcos の 十 ア 3 sin の )g9 
テ 4[ の 一 sin 9 一 73 cos の] 


(に 谷 + )+ 8 に 革 ァ 十 873 


曲面 の 面積 の 一 般 論 は 高校 数 学 の 範囲 以外 で ある が , 
円 柱 や 円 すい の 側面 の よう に 展開 図 が 作れ る も の に つい て は , 
小学 校 以 来 。 馴 じん で いる は ず で ある . 本 問 に お いて 本 質 的 
役割 を 果たす (*) も 右 図 の よう な 展開 図 を 考え れ ば , より 納 
得 が いく で あろ う . 

和 注意)】「 長 さき を 積分 すれ ば 面積 」 と 信じ て いて いる 諸君 も い 
る が , PQ を AOP=9 で 積分 し て も , 正しい 結果 は 得 ら 
れ な い / 
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ESEC の 二 人 (o。 の) IF み 昌 を 考え る . 

(0 6 昌 の 京 BE( 0 0)0(z。 ん, 10), R(z。 7。 っ ) (た だ も る 生 0) を 考え 
る . PRー2 の と き . < を の = ニン POQ の 関数 で 表せ . た だ し 。O は 原点 と 
する . 

(2) 中 心 , 0, 0), 半径 2 の 球 ぐ の 内 部 に ある C の 部 分 の 面積 さ を 求め よ . 


(1) ZPOQ= の 0Q=1 より , 
マーcos の 。 ヵ 王 sin の 
し た が っ て , R(cos の , sin の , る ) 
と ころ で 。PR= テ 2 で ある か ら , 
(cos 9 一 1)* 二 sin*? の 上 ダー4 
iu … ダー2 十 2cos の 


4 cos* 


1) 
Ne0 る 生 0 より <=2|cos み | 

(2) 円 柱 の 直径 が 2 で ある の で の を [一 ヶ , z] の 生 囲 
で 動か し た と き に R が 描く 曲線 と .。 それ を xy 平面 に 関 
し て 対称 に 移動 し た 曲線 で か こま れ た C の 部 分 の 面積 を 
求め れ ば よい . 

ーr ミ の ミミ ヶ 。 < 且 0 の と き 。, 

弧 PQ, 線 分 QR の 長き さき を, それ ぞ れ , Y と お け ば , 
ーr ミ の ミ ァ より 夢 メー の りこ 
2 2 より イー2cos テー 
アー|zcos 才 に 2cos 
し た が っ て , C を 直線 ヶ ニ ー1, ヶ テ 0 で 切り , 平面 
に 展開 する と , R の 描く 曲線 は 左 図 の よう に な る . 
xy 平面 に 関す る 対称 性 を 考え て , 求め る 面積 は , 


UE そそ 
S=20”2cos 今 < 


= 引 4sm 今 | 
ー16 


2cos き 0 
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B. 己 1 = 


]og(z 十 1) く 1 十 2「 っ 


[アプ ロー チ > % 二 を ヶ の 簡単 な 式 で 表す こと は で き な い . 


そこ で , 2 が 計算 で きる よう な 適当 な g。。 で 


みく テ く 月 


と 評価 し よう と 考え る . 
ッ ーー は >0 で 単調 に 減少 する か ら , た を 2 以上 の 整数 と 


する と , 
が 1 

ヶ 一 1 くみ く ル に あい て 王 < 三 < っ 

各 辺 を > ニル 一 1 か ら ん まで 積分 し て 


1 の 1 の 9 で qripeieinr 
Hg 。 (Si 
1 に の 52Y'qrararssia 
0 
1 (PR 二 基 00 
テテ ② ( 友 三 も の 95 ) 
を 得る . 
① を ん テ 2。 3。…… ,。 2 に つい て 加え あわ せ , さら に 1 を 足す と 
内 旨 1 の 」 (7 の 
1 寺 ieetkー く 1 UNe 
=+|ieglzl ド 
=1Tlog2 0 ……… ①/ 
また ② を , を 1。 2。 …… ,。 2 に つい て 加え あわ せる と 
1 1 4 CZ 2+1 プア 
トー = 
eglzl ド に 
ーー]og( ぁ 寺 1) 。 (の 4 


①', ②' を あわ せ た も の が 証明 すべ き 不 等 式 で ある . 血 


①' を 導く 際 。① を た ー1 か ら 加 え あ わせ な か っ た の は , ん テ 1 の 場合 に は , ① の 右 


辺 が 発散 し て し まい , 評価 式 と し て 役に立た な いか ら で あ る . 
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B. 5 らら : 
つぎ の 値 を 求め よ . 
7 27 1 
0 7+ だ けど の 人 ary3 


[プロ ー チ > 定 積分 は , (3 原始 関数 (不定 積分 ) の 値 の 差 , (b) 区 分 求 積 的 な リー マン 和 の 極 
限 と いう 二 重 の 意義 を ちっ て いる . この 二重性 を 利用 する と , ある 種 の 級数 和 の 極限 を , 


定 積分 を 用 いて 計算 する こと が で きる . 


1 ここ 2 直 1 呈 6 1 
au 拓 (1) ーッ mr 2( 
お け ば 二 7( ) ン 

46 II 2 人 還 ア 
定 積分 の 計算 は 省 区 あー キア ー MT デー 
略し た CB. 409 絡 1 名 1 1 2 2z 1 
2) Pa を 2z 思 2 
he そ 1+ デ ー ル 
7 27 
民 3 二 議 (| 2 
の 々 ) 1 と お と ーー を ogl1Tzl =logs 
= 時 る 肖 /62 だ 
り ぼ ば 寺 g( 和 ) 
華 究 | 区 間 [2, | を ヵ 個 に 分 割 し て , 各 小区 間 に お ける 右端 の 値 を 代表 値 に 選ぶ と , 
の = の ムー 
72 x 放 7(<+ ) 


左端 の 値 を 代表 値 に 選ぶ と 
の の 6 記 りー 
ーー x 宣 (+ー タ 4) 
で 近似 和 が 与え られる. し た が 
っ て , 7( ヶ ) が 積分 可能 (A 4.5) 
で ある と き に は , 一 oo の と き , 


いずれ も U/G) み に 収束 する . 


項 が 1 つく らい ふえ て も 足り な く て も , 極限 値 に は 影響 し な い (どの みち 。 二 を か ける ! ) 
し か し , と な る と 話 は 変わ る . 増え る 項 の 個数 が ヵ と と も に 無限 大 に な る か ら で あ る . 


上 の (2) が これ に 相当 する . ここ で は 。 の ーー に つい て 。, 区 間 [0, 2] を 2 等 分 し た と 
き の リ ー マ ン 和 の 極限 と 見 な し て 極限 値 を 求め て いる . 


2 グ 5Z 


回 キー・ ワ ー ド (A 基 麻理 論 篇 ) 


_ | 平均 値 の 定理 の 証明 | 


隊 ロ ル の 定理 
トー コー シー の 平均 値 の 定理 ーー 不定 形 の 極限 値 
ーー| テイ ラー の 公記 


式 


数 列 の 収束 定理 部 分 数 列 
有 界 単調 数 列 
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この 章 で は , 平均 値 の 定理 の 証明 と その 応用 。 さら に 数 列 の 収束 な ど に つ 
いて の 進ん だ 考察 を 紹介 する . これ ら の 考察 は , 高校 教育 の 域 を 超え る が , 
(問題 解決 に お ける ) 実用 的 な 効用 も な く は な い . な お , これ 以上 の 体系 的 な 
解説 は , 大学 レベ ル の 専門 書 , ある い は , 本 格 的 な 大 学 の 講義 の 受け 持ち で 
ある . 


の HH 


I. 証明 の 基礎 
平均 値 の 定理 は , 次 の 連続 関数 の 性 質 に 基 い て 証明 され る . 


[定理 ] 閉 区 間 2 ミ ァ > ミ 2 で 定義 され た 連続 関数 は , 最大 値 
と 最小 値 を も つ . 


1” この 定理 は , 証明 抜き で 認め る こと に し よう . 


I. ロ ル の 定理 


[定理 ] 7(z) は 有 界 閉 区 間 [2, 2] で 連続 で あり , か つ 。 こ 

の 区 間 の 内 部 。 すなわち , 開 区 間 (の ) で 微分 可能 で ある と 

59 の 生還 る ( の 20 さき 語 (OUP 

7(⑦ 三 (の 0 0 ・……… 

で ある な ら ば , 開 区 間 (る の の ある 点 zo に お いて 
プ (zo) テ 0 


どの 


ロ ル の 定理 [Rolle's theorem] 
証明 : 7(z) は [2, ] で 連続 で ある か ら , この 区 間 に お ける 
7(z) の 最大 値 47, 最小 値 % が 存在 する . 

4, 2 に つい て , 次 の 2 つの 場合 に 分 け て 証明 する . 
場合 1. /% テ 0 
場合 TI, /7, zz の 少な く と も 一 方 が 0 で な いと き , 
場合 1 に つい て は , 実は 7( ヶ ) 財 0 (> 所 [2, 2]) で も ある. し た が 
っ て , 定理 の xp と し て は 2 く < く zo くら を みた す ど の x を 採用 し て 
も よい 、. 
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場合 に ついては, まず >0 の 場合 を 調べ よう . 
最大 値 47 に 到達 する 点 を zop と する . すなわち 
げ (zo) ニ 47 か つ くく 6 
と の と き (zo) テ 0 を 示 そ う . 
いま , を 十分 0 に 近い 数 と する と , 7 が 最大 値 で ある こと 
か ら 


(zo 十 人 一 (zo テモ 7(zo 寺 が 一 が S0 0 tt の ②) 
が 成り 立つ 。 よっ て ,。 》 ヵ >0 の と き に は , 
se トル ー ト ay SID 証 2ー eocoCoo 《⑯) 


が 成り 立つ .③ で 7 一 十 0 な らし め る と (極限 値 が 存在 する と 
いう 仮定 の も と で は , 片側 極限 値 も それ と 一 致す る の で ), 


(zo。) ミ 0 且つ L ④ 
が 得 ら ちら れる. また , ヵ く 0 の 場合 に は , から 
ルー が ay 0 Cr ⑤ 
2R40 和 2 GG ん ー> 一 0 な ら レ め め と 
(0 喧 05 まや es ⑥ 
が 得 ら れる , ④, ⑥ が と も に だ 成り 立つ こと か ら 
(zo) テ 0 ここ ⑦ 


も し も , /7ー0 な ら ば , 7z く 0 で ある か ら , 最小 値 み に 達する 
点 を xn と し て , 上 と 同様 の 論法 を 不 等 号 の 向き を 然 る べ く 修正 
し な が ら 適 用 すれ ば , や は り ⑦ を 示す こと が で きる . 


起 . 平均 値 の 定理 


[定理 ] 7(z) は [2, 2] で 連続 で あり , (2, の ) で 微分 可能 で 
| あぁ る と する . この と き 
の 一 の 
りー 
を みた す x が 存在 する . 


ー ア 人 o0 2 く の ぐ め 


平均 値 の 定理 [the mean value theorem] 
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証明 : 補助 的 に 関数 


(>) テ パパ ァ ) 一 (2⑦ー7(z 二 の 9 ……… ③① 
の 2 存 入 の 7 

本 吉 /( の 662 

2 上 GDaiGG の) 


と する , 万 の 連続 性 と 微分 可能 性 は / の それ を 受け つい で いる . 
に Se 
が (2 テル の ーー の 一 (2 一 の テ 0 
が (の ニル の ーー の 一 (5 一 の 
=7( の 一 放 の ーー げ ( の 一 の) 王 0 
し た が っ て ,。 ロ ル の 定理 より 
が (の 00 に =0 記 の OS の 還 5 9 漂 ③ 
を みた す xy が 存在 する . と ころ が 
( ァ ) ニ アプ ( ァ ) 一 
で ある か ら , ⑧③ は に 定理 の 結論 を 意味 し て いる . 


1" プ (z) の グラ フ 上 の 2 点 (2, 7(⑦), (2, (の ) を 結ぶ 直線 の 方 程 
式 を ッ 王 (>) と する と 。 上 に 現れ た (>) は 
(>) ニ 7(z) 一 7/( 々 ) 
に な っ て いる 。 


$6 A 篇 (基礎 理論 267 


平均 値 の 定理 


IT. コー シー の 平均 値 の 定理 
次 頁 の 不定 形 の 極限 値 の よう に , 進ん だ 応用 を 述べ る た め , 
平均 値 の 定理 の ひと つの 一 般 化 を 準備 する . 


[定理 ] 7(z), g(z) は 閉 区 間 [2, 2] で 連続 で あり , 開 区 間 
(2, の ) で 微分 可能 で ある と する . さら に , (2, の ) の どの 点 に | 
お いて も ププ (?), の (z) が 同時 に 0 に な る こと は な いも の と | 
する . この と き , (2) キ 9(2) な ら ば | 
(zo) _ の ーー7(② | 

ーー 上 の 一 9(②⑦ 
を みた す xz。 が 存在 する . 


5 の <S70 く 0 | Io ① 


コー シー [Cauchy] の 平均 値 の 定理 


1* 証明 ヵ 一 7 パ の ーー7 パ の, 2 テ 9( の 92) と お く . 仮定 に より 
の キ 0 で ある . さら に , つぎ の 補助 関数 を 導入 する . 
7r(?)= テ 2 プ (y)ー7②⑦) 一 如 の (7) 一 の 2) 0 の ②) 
の 2 
7(⑦= テ 2 び (2⑦ー パ ②⑦) 一 の ②⑦ー9(②⑦) テ 0 
7( の =g プ (の 一 パ ②) 一 K の の 一 の (⑦) ニ の ー カ 77 三 0 
で ある . し た が っ て , ロ ル の 定理 より 
が (zo) 三 0 SS0SI の 3 5) ③ 
を みた す >。 が 存在 する . ここ で , 
が (?) デ ヴ ( 々 )ー が 9( 々 ) 
に 注意 する と, (zo) 三 0 か ら 
の が (2) 三 2 の (620 。 。 0 ④ 
と ころ が , も し も ゃ の (zo) 三 0 と する な ら ば の キ 0 と ④ よ り 
(zo) 三 0 と な る の で ,。 ア ,。 の が zo で 同時 に 0 と な り , これ は 仮 
定 に 反する . し た が っ て 
の (zo) キ 0 


よっ て ,④ か ら 


(xx) 9 げ ( の ーー7(②) 
の (zo) 2 の 5ー@② 


が 得 ら れる . 
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2" ふつ う の 平 均 値 の 定理 は 。 この 定理 で 2(z) 三 ァ と し た 場合 で 
ある . 


II. 不定 形 の 極限 値 
コー シー の 平均 値 の 定理 を 応用 し よう . さて 
lim 々 ) 三 0 か つ limgy) 三 0 GPS6E ら ⑤ 


の と き 。 極限 値 im の S0 な 。* の 不定 形 " で ある と いう . 


[定理 ] im 人 は の 不定 形 と する . 


プ (>), 9(z) は = の 近く で ( ァ テ < を 別 と すれ ば ) 微 分 
可能 で あり , g() と の (>) は 0 に な ら な いと する . この と 
き , 

( 々 ) 


1 
引 出 の 


が 存在 する な ら ば Im 24 も 存在 し て み と 一 致す る .。 
すなわち , 


(20。 。 が の) 
Hm の の) ーHm e 9() 


が 成り 立つ . 
ロ ピ タル の 公式 [THospitals formula ] 


1" 証明 : 微分 可能 な ら ば , 連続 で ある か ら , ⑤ よ り 
(2 の = テ 0, 9(2)=0 


が 0 の 202 だ が (2 

の z) gy) 一 9 の ) 
と 書い て よい 、 こ こ で , たとえば, >Z2 な ら ば , 前 頁 1 の コー シ 
ー の 平均 値 の 定理 に お いて , 2 の 代わ り に が 用 いら れ て いる も 
の と みな し , x。 の 代わ り に と と 書け ば , 


(の ) 呈 雪 太 (8) に 
(oy) の (②)' (は 2 々 と > と の 間 に あ る 値 ) ⑨ 


が お の お の の ヶ に 対し て 成立 する . 
ァ く 26 の と き に も ,。⑨ の 結論 は 変わ ら な い . 
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ま は ァ ヶ に よる が , xy 一 > 2 の と き , と ーー 2 と な る こと は 確か で 
ある . よっ て , ⑨ と 仮定 ③ か ら 


2 Js 
SR05) 98 の (9 
っ) 
497(@) 
/ 
が 得 ら れる . 
s 。 1 一 cos ヶ _」. (1 一 cosz) 
2 Hm ァ * 一 (z?7 
ーー ゴイ Sin ア まま 王 ま 】 
ーHma 2 ァ ⑩ 
1 
IO ⑪ 


⑩ か ら ⑪ へ 移る と き に も ロ ピ タル の 公式 を 使い た く な る が , ⑩ の 
形 の 極限 値 は sin の 微分 公式 を 導く の に 使う の で , 論理 が 循環 
する 。 


2 氏 紅 
接線 は , 接点 の 近く で 曲線 を 良く 近似 する . すなわち , ヶ が 
に 近い と き 


7( ヶ ) 寺 (2⑦ 二 (2⑦( ァ ー の 
と いう 近似 式 が 成立 する . それ で は , この 近似 の 誤差 は どれ ほ 
どか . また , (>) を も っ と 次 数 の 高い 多項式 で 近似 する に は 
どう する か . この 問 に 一 般 的 な 形 で 。 かつ, 精密 に 答え る の 
が , つぎ の テイ ラー の 公式 で ある . 
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TT. テイ ラー の 公式 
[定理 ] 7( ヶ ) は ある 区 間 7 で ヶ 回 微分 可能 な 関数 で ある と 
する . Z を 7 に 層 す る 1 つの 点 と する . この と き 。7 だ 属 
する 任意 の に 対し て , * と 。 と の 間 に あ る 適当 な 点 8 
を えら べ ば 
7 々 )=7( の + ア (の (な ー の 2 な ー が + 


ーー Gー の ーー の ( ァ ー の " 


テイ ラー の 公式 [Taylor's formula ] 


1? 証明 に 先立ち , 定理 の 意味 を さと っ て も ら う た め の 注 意 を いく 
つか 述べ よう . 
まず ヵ 一 1 の と き に は , 定理 の 主張 は 
ア 7(z)= テ (2) 二 (⑧( ァ ーー の , (8 は > と Z の 間 ) 
を みた す と が 存在 する と いう こと で , これ は ふつ う の 平 均 値 の 定 
理 に ほか な ら な い . ヵ 王 2 の と き に は 。 定理 の 主張 は 
7⑦)= バ の + ア (の Gー の + の 計 (xー2)?。 ( ほ は ょ と 4 と の 間 ) 
と いう ほ と の 存在 で ある . 
よっ て , も し , ある 定数 47 に 対し て 
462】E/4 
が 成り 立つ 範囲 で 考え て いる の で あれ ば 
|/⑦)- (7( の +7( の Gー の 5 族 な の ーー @⑧ 
が 成立 する こと に な る . これ は 1 次 近似 の 誤差 が (一 2)* の 程度 
で ある こと を 示し て いる 。 
2"” ① を (>) を 表す テイ ラー の 公式 ” と いい , 最後 の 項 
(Z) 
9 (。ー の が を , その 剰余 項 と いう . 
き げ (>) 三 sim と お く と 。 
(>) 三 cos *。 プ “(>) テ ーsinz。 アプ"(z) テ ーcos 
で ある か ら , 


げ ( ァ >) テ sm ァ テ 7(0) 士 (0)z s+ 衝 全 項 


4 
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ー ァ ー 才 † 和 余 項 


4 
ここ で 剰余 項 の 大 き さ は 。 二 を 越え な い . 


視覚 の 負担 を 軽く する た め に , zz 三 3 の 場合 に つい て 証明 を 記 
す . (か えっ て 分 か り に くい と 思わ れる 読者 は 一 般 の ヵ の 場合 に 
修正 し て 書い て みる と よい .) 


r?)= パ の ー(( の +7( の Gー の + の 2g-29 @ 
を お . く 
が (2⑦=0, (2⑦=0. 7 テモ 0 mt ④ 
は すぐ 確か め ら れる . また , 
G(?)=⑦ー の が mmm ⑤ 
と お け ば , 
G(②⑦=0, G(⑦=0.@(⑳⑰=0 tm @ 


は , すぐ わか る .。 さて 。 


7(*) (>) 一 万 (2) 
C(z) 。 C(z) 一 C(2) 


の 右辺 を 考え る と , A6.2 で 述べ た コー シー の 平均 値 の 定理 に より 
(>) 7(?>) 一 戸 (2) 万 (6) 


Ge) G⑦)-6G⑦ @⑥⑯⑥) "ー の 
と な る よう な 呈 が > と 4 の 間 に 存 在 す る 。 同様 に し て , 
(Gr) (の) (2) 紅 に 


G(』) G(85.)-C(2⑦ @G(⑯⑤) 
と な る よう な 品 が ら と 2 と の 間 に 存 在 す る こと に な る . よっ て 
⑦, ⑧ か ら 
KGS) の が (5000 | | ⑨ 
Cy) G(⑤) 6( る ー の ) 
が 成立 する . さら に , が *(z) に ふつ う の 平 均 値 の 定理 を 適用 する と 
(ーー の 
人 ー パ 計 (⑧ 
と な る と が 2 と ら る と の 間 に 存 在 す る . よっ て ,⑨ か ら 


9 6 ブ ( の 。 すなわち P(⑦)ー て な ー の ーー⑩ 


と な る と が と る と の 間 に , (し た が っ て , 2 と と の 間 に ) 存 在 
する こと に な る 。 
は, テイ ラー の 公式 の z 三 3 の 場合 を 与え て いる . 
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人 AA.23! 数 列 の 収束 定理 


Re 


IT. 部 分 数 列 の 収束 
長 さ 1 の 線 分 AB の 上 に , 好き な よう に 次 々 と 点 を と っ て 
上 人 ) 


AA Pi PF F。 Ps P> Ps B 


数 限り な く Pi。 Ps。 Pa。 …… 2 際 介 58RZSj>SS い (の 
し が 近づか な いよ うに 注意 し て いて も 。 どう し て も 点 が 密集 
し た 部 分 が で き て し まう . 

ある 点 ダ の まわ り に 点 が 密集 し て いて , の どん な に 近く 
を みて も 無数 の 点 が 存在 する と き , を 集積 点 と いう . 

点 列 Pi, P2。 Ps。 ……… (た 議 光 個 以 上 の 集積 点 を も つか も 知れ 
な い の で 。 そ の うち の 一 つ に 注目 し ,。 ダ と お く 。 と の と き , 
人 提 ECopoo の 中 か ら 適 当 に 点 を 選ん で , ダ に 限り な く 近 
づく (収束 する ) よう に で きる だ ろう . 

ここ で ひと つ , 言葉 の 準備 を する . 


[定義 ] 数 列 。 gg。 ……。 2。 …… か ら 無 限 個 | 平 分 数 列 
の 項 を と り 出 し て , も と の 数 列 の と き と 同 じ 順 序 

で 並べ て 得 ら れる 数 列 を も と の 数 列 の 部 分 数 列 と 

いう .。 


1? [ 例 ] 偶数 ば か り を 並べ た 数 列 2。4。6。…… は , すべ て の 自 
然 数 を 並べ た 数 列 1。2,。 3。…… の 1 つの 部 分 数 列 で ある . 

部 分 数 列 と いう 言葉 を 用 いる と , 上 に 述べ た こと は 次 の よう に 表 
現 ぐ で きる 。 


[定理 ] (無限 ) 数 列 {z。) が 閉 区 間 2 ミ ァ < ミ の に 含ま れる (2 
ミミ の ) と き ,。【) は 少な く と も 1 つの 集積 点 を も ち 。 し 


た が っ て , {zJ か ら 収束 する 部 分 数 列 を 選び 出す こと が で 
2 
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II. 有 界 単調 数 列 の 収束 
次 に , 長 さ 1 の 線 分 AB 上 に , 左 か ら 右 に 向かっ て 好き な 
よう に 点 を と っ て みよ う . 


数 限り な く 点 15 遍 P ぁ , Ps 2 を と っ て 行く (に 今度 は 必ず 
ある 1 つの 点 (B と は 限ら ちら ない) に 近づく こと に な る . 
数 列 {2』 に 対し 
ん SS (の 三 10 0 je ) 
が 成り 立つ 定数 ん が 存在 する と き , {2) は 下 に 有 界 
[bounded from below] で ある と いい , 
@ の 会 7 ( 王 1。 2。 …… ) 
が 成り 立つ 定数 47 が 存在 する と き , {2。) は 上 に 有 界 
[bounded from above| で ある と いう . 
3 
の 1 和 ミ 22 ミ 23 OL の が の 2 ニニ POCCCD 
が 成り 立つ と き , {g。) は 増加 数 列 , 
の 有三 の 2 三 の 3 且 …… 全 の z 衝 の z+1 学 の の 
が 成り 立つ と き , {g』 は 減少 数 列 と いう . 
増加 数 列 。 減少 数 列 を 一 括 し て 単調 数 列 と いう . 
これ ら の 言葉 を 用 いる と , 上 に 述べ た こと は 次 の よう に 表現 
で きる 。 


[定理 ] (無限 ) 数 列 (z。} が 増加 数 列 で あり , か つ , 上 に 有 界 
な ら ば , {g。} は 収束 する . また , {jj が 減少 数 列 で あり , 


か つ ,。 下 に 有 界 な ら ば , {2。) は 収束 する . 
いい か えれ ば , 有 界 か つ 単 調 な 数 列 は 収束 する . 
有 界 単調 数 列 の 収束 定理 
1?” この 定理 は , 前 頁 1 に 述べ た 定理 を 用 いる と 証明 する こと が で 
きる が , 本 書 で は ふれ な い . 
2" 応用 は CA2.5VI 自然 対数 の 底 (p62) 


ーー ニー 06 コ 55 上 
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馬 の が 2 回 微分 可能 で 。 か つげ (>) が 連続 で ある な ら ば 
ュ メ (2 十 め ー 2 が バー め ニア "(の 


Hm 


人 


[アプ ロー チラ テイ ラー の 定理 を 使う と 簡単 に 証明 で きる . 
任意 の ヵ キ 0 に 対し て 
(e+ が =ー の + ア (の (9 
7(2- め =7(②⑦ー- の ) ょ = 


と な る の 。 の (0 くく 1。 0 く の < く 1) が 存在 する の で 
< が ー タ 人 27 キ 0 ー テ (<ZT9)+ ア (< 一 @ が ) 


と 表 さ れる 。. 
Ge 25=20 目 と 9 る と 
g 十 の 一 2 62 一 ー gg 
で あり , (>) は 連続 で も あっ た か ら , ① の 右辺 は "(2) に 収束 する . 
mc トー が egー め 0 (*) 


[ 注 ] (?) が 存在 し な いと き で も (*) の 左辺 の 極限 は 定義 で きる こと が ある . た と えば 
ヶ 'sin(1/) ( ァ キ 0) 

=[。 AN 

と する と , が (0) は 存在 し な い ( げ (x) が x=0 で 不 連 続 ! og B.230) が ,(*) の 左辺 は 0 

に な る . 一 方 , (2) が 存在 する とき は (本 問 で は ,*(x) の 連続 性 も 仮定 し た が 実は 不要 

な 仮定 で ある ) (*) が 成り 立つ . し た が っ て , (*) の 左辺 は , 2 階 の 微分 係数 の 概念 を 拡張 

し た も の と 考え られ る . 
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B. 50 どら 
ーー P まま まま 1 BC De'ergieid' で 
刻々 ) ニ 6 1+ 者 + 苦 + ni (z ミ 0。 一 2 3 と) 
と お く と き , 0< ヵ (⑦s の て 二 (*) (2 三 1。 2。 3,。 …… ) 


が 成り 立つ こと を 数 学 的 帰納 法 で 証明 せよ . 


[アフ ロー チ > 関数 が (Z)=e* に 対し て テイ ラー の 定理 を 用 いれ ば , な (の = 守 の (0<9 


く 1) と 表せ る の で , 証明 すべ き 結 論 は 明らか で ある が , ここ で は , その よう な 高級 な 定理 
に 訴え ず に 結論 を 導 こ うと し て いる わけ で ある . 


w(z) ニ ビュー) 


と お 
まず 1 の と き 
方 (xy) ニ の ー1= テ 0 (… x 生 0 な ら @" 和 1) 
まほ 5 
g の (>) ニ 1・e 十 x・ の ーg デ ティ ァ e" 生 0。 の (0)=0 る g( ァ ) デ ye"ーge* 十 1 


より , み (z)=0 で ある . 
よっ て , 1 の と き (*) が 成り 立つ . 
そこ で , 任意 の ある 自然 数 た に 対し て , z 王 た の と き (*) が 成り 
立つ と する . すなわち 
及 (z) ミ 0 か つ gg(z) ミ 0 
が 成り 立つ と する . 


アァ 2 
な n(⑦= ニ どーh+ 苦 + 茸 + so + 守 | 


な un(0) テ 0 
直 り 。 記 +i(z) 生 0. 229 


Me Pes 1 に の き 0 


を +1 
gwn(⑦)ー の TDDT な mi) 
の 寺 アバ 1 人 に アバ サ 1 
4 FDL の 条 ー が の = の 
の r(0) テ ニー た ji(0)= テ 0 
ES り , gkri(<) 生 0 
すなわち , z% 三 ん た 十 1 の と きも (*) が 成り 立つ . 血 


填 gx(>)=0 


2Z の 3$6 微積分 法 の 進ん だ 考察 


B. B03 
関数 /(*) に お いて ,。 7() は 連続 で ある と し て , 
万 =7 げ (2 十 の 一 7(⑦ 一 ゲ (2) [ キ 0] と お く . 


(1) な =(( ゅ ー の (2 すり の が 成り 立つ こと を 示せ .。 


2) |)| ミ が (4 は 正 の 定数 ) な ら ば 。| | ミ = テ 4 ゲ が 成り 立つ . ヵ >0 の 
場合 に つい て これ を 示せ . 


[アプ ロー チラ これ は , 近似 式 /(Z 寺 =7(2) 十 が (2Z) の 誤差 を 評価 する 問題 で あわ る. 
A 3.5 
(1) 部 分 積分 法 を 用 いて 計算 する と , 


い (の %- の (o+ りみ 
=|@- の ye+ の ド -V@- の (<T の み 
ーー ゲ ( の +V ア (o+ りみ 


ーー ゲ (⑦+| e+ の 
デ テージ (⑦ 十 (2Z 十 が ー7(2)= ニ と 
(2 ) 0 ミ 7 ミ ヵ で ん ヵ ー7 テ 0, | (2Z 十 り | ミ 77 
I(》ー の (2 十 | ミ 47(2ー が 
で ある こと を 用 いる と , 


yoa 


。 WI25742 す | じ / 
s(|7<) み ! 
2 1 を 7 中 員 2 
= ( ゅ ー の み ー ル | ケー を トー す 4 


研究 | 上 と 同様 に し て , z 次 導 関 数 が 連続 な 関数 /(>) に つい て 


(2 まう 4 の 5 う 4 の ミニ EE 


7 だ 7 ラウ 太 ニ ーーDr0(ー の) に ザ げ の (2 十 の りみ 


(2) 
が 成り 立つ 。 こ の 5。 は 。 適当 な ヵ を 用 ぃ て z と 表す こと も で きる . これ は テイ 
ラー の 公式 と 呼ば れる 重要 な 定理 で ある . eg"A6.3 


ク Z7 
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回 キー・ ワ ー ド (A 基 礎 理論 篇 ) 


放物線 
双曲線 


ーー| 不等式 の 表す 領域 


トー | サイ クロ イド 


ゴ トー| アス テロ イド 


ーー 
ーー |5m 
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oi 


1. 定義 2 次 関数 

ッ ーg*“ 十 z 十 c (2 キ 0) 
の グラ フ が 放物線 で ある こと は , 
2 まで 学ん GO の ご で (は 5 
解析 幾何 の 伝統 に し た が っ て , 
放物線 の 幾何 学 的 な 定義 か ら や 
りな お そう . 


[定義 ] 放物線 (parabola) と は , 
定点 F と それ を 通ら な い 定 直線 
7 と か ら 等 距離 に ある 点 P の 全 
体 が つく る 曲線 で ある . 


1” 上 の 定義 に お ける 定点 F を 放物線 の 焦点 (focus), 直線 7 を 放 
物 線 の 準 線 (directrix) と いう . 放物線 は , 焦点 と 準 線 を 指定 す 
れ ば 1 つ に 定まる . 


2* 習慣 的 な 言い 方 で は , 上 の 定義 の “…… 等 距離 に ある 点 P の 全 
体 が つく る 曲線 で ある .” は , “…… 等 距離 に ある 点 P の 軌跡 で 
ある ” と な る . 


II. 放物線 の 方 程 式 の 標準 形 

定点 F を 焦点 と し 直線 7 を 準 線 と する 
放物線 C の 方 程 式 を 導 こ う . 

まず , F か ら / に 下 し た 垂 線 の 足 を 是 
と する . 座標 系 を , FH の 中 点 O が 原点 , 
直線 HOF が > 軸 と な る よう に と る (z 較 
の 正 の 向き は ,。O か ら F に 向かう 向き . 左 
図 参照 この と き , ヶ 軸 は O を 通り 準 線 と 


準 線 / の 方 程 式 : x ニ ー ヵ , 
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さて , 任意 の 点 P(z, ヶ ) が 放物線 C に 属す る た め の 条 件 
は , P か ら / に 引い た 垂 線 を PQ と し て , PF テ PQ で ある . 
すなわち , 

GE の 2 ly 直 隊 hu Ab ① 
① は , その 両辺 を 2 乗 し て 得 ら れる 
( ァ ー の が の" 十 ー|z 十 が 
と 同値 で ある . 
と ころ が , 
|z 二 2 ドー(Z 二 が? 
で ある か ら 
ゲー( ァ 十 が の "一 ( ァ ー が “一 4 が z 
よう 5 
7" 王 4ZZ OOD つ CO ② 
② が 放物線 どの 方 程 式 で ある . 


1” 上 の ② を 放物線 の 方 程 式 の 標準 形 と いう . こ の 放物線 の 頂点 
は 原点 で あり , その 対称 軸 ( あ る い は 単に 軸 ) は 軸 で ある . 


2* 念 を 押す と , 方 程 式 ② の 表す 曲線 は 放物線 で , その 
焦点 は 点 ( ヵ 0), 準 線 は xy ニー ヵ で ある . 
実は 。 この こと は ヵ く 0 で も 成り 立つ . 
の ーー4z の 表す 曲線 は , 放物線 で あり , その 焦点 は 点 
(一 1, 0), 準 線 は >ー1 で ある . 


3* 焦点 F が F(0, の で 表 さ きれ, かつ, 準 線 
7 の 方 程 式 が ヵ ニ ー ヵ カ と な る よう に 座標 
を と れ ば , 放物線 C の 方 程 式 は 


ァ *ー47 きき ③ 
すなわち , 
っ pl 
2 ④ 
KR の 


2 次 関数 ヵ ニ ァ ? の グラ フ は , ④ で 


の 一 と し た も の で ある . し た が っ て , 


その 焦点 は 点 (0, 十 ) 半 線 は 直線 y ニ ー で ある . 
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皿 . 接 線 
放物線 の 方 程 式 ② の 両辺 を > で 微分 する と (rs 愛 A 2.9) 
2y 学 47 8 y 当 2 が . 


よっ て , 放物線 上 の 点 (zi。 ヵ ) に お ける 接線 の 傾き を と すれ 
ば , 編 キ 0 の と き 


772 王 2 か … 2 
し た が っ て , 接線 の 方 程 式 は 
ッ ー (メー の すなわち gy 三 2 一 2 み 十 " 


2 か 
1 


と な る が , さら に "4 が zi を 用 いて 
4W// 三 27 が ( ァ 十 zi) 
と な る . な お , この 接線 の 公式 は ムー0 の と きも 成立 する . 


放物線 2 一 4 が z の , 点 (zu。 婦 ) に お ける 放物線 の 接線 


接線 は 


の 三 2 が ( ァ 十 必 ) 
で 与え られ る . 


si 


I. 定義 2 定点 F, F' か ら の 距離 の 和 
PF+TPE" 
が 一 定 7 で ある 点 P の 全体 が つく る 
F 謗 曲線 を 椿 円 (ellipse) と いう . た だ し , 
221 人 記 感 3 促 


選 


2 
1" 上 の 定義 に お ける F, F' を , その 醒 円 の 焦点 と いう . 
2* F, F' を 焦点 と し , 2 焦点 あら の 距離 の 和 が 7 で ある 柏 円 は , 
PF+PF'ー/ 
と いう 条件 を 満た す 点 P の 軌跡 と も 考え られ る . 
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L. 権 円 の 方 程 式 の 標準 形 


F, FE′ を 焦点 と し , 条件 PF 士 PF" 一 / の 定め る 椿 円 どの 方 
程 式 を 導 こ う . 
る 
人 2 ダー ウタ 


と お き , かつ, FE(c, 0), F(( 一 c,。0) と な る よう に 座標 軸 を と 

の eS ラテ RIR より 2 620 の 0 ある 

C 上 の 任意 の 点 を P(>。 ヶ ) と すれ ば , 
PF ニ = テッ ( ァ ーc)* 十 2* 
PF'=/(z+c7 二 の 

よっ て , y, 》 の 満足 すべ き 条 件 は 

Y(z 十 c 十 が 十 Y( ァ ーc ア + の アニ 22 …① 

下 に 示す よう に , ① を うま く 同 値 変形 す 

る と 


生 + 誠 =1 ok な の) 
と な る . これ を , 秩 円 の 方 程 式 の 標準 形 


17* ① か ら ② へ の 同値 変形 ( 初 読 の 際 は と ば し て よい ). 
① の 両辺 に ツ (x 十 c)* 十 7 アーY( ァ ーc)* 十 2? を 掛け る と 
(> 十 c)* 十 ー( ァ ーc)*ー 7 アー22(Y( ァ 十 c)7 十 7 アー7( ァ ーc と )* 十 77 ) 


(2 の Ph/ 一 WV の ー の ! キ / ーー 9060 ⑥ 
①+③ を つく り , 両辺 を 2 で 割れ ば 

yz+c) 二 の = g ト 2 の 
両辺 を 平方 し て 


2 
( ヶ † の "ゲー〆+2cy+ ち アメ 
と 2 
ゲ 二 の + の ニー〆+* eS ⑤ 
(〆Zーc9z2 十 の 7ー(Zーc9g/ 


2 2 


P 
の コー ー1 還 ee se ⑥ 
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よっ て ,。 の = テグ ゲーc* と お け ば 

2 4 る 

生計 ー1 siaisietsieia ⑨ 
こと こうして, ① 一 ⑨ が 得 ら れ た . 
逆 に , ②⑨ 一 ① を 示 そ う . まず , 

②⑨ = ⑥ = ぐ る 
は 容易 に わか る . 
⑤ の 両辺 に 2cx を 加え て みる と 


02 た (を RCC 
( ァ 十 c)* 十 ヶ =(<+ ) ②⑦ 
が 得 ら れる . 
また , ⑤ の 両辺 か ら 2cz を 引け ば , 
本 SS 
( ァ ーc 十 ヵ (< ] 
が 得 ら れる 。. 
②, を ① の 根 号 の 中 に 代入 する 前 に 2+ ぞ ーッ ー ジ ー の 符号 


を し ら べ る . 
4 二 雪 BMM 


2 テン 2 


の 


で ある 。. 
さて , 実数 xy。 〉 が ② を 満足 する と すれ ば 


(の (の 
し ⑨ 
⑨ を 考慮 すれ ば ⑦, か ら , それ ぞ れ 
Vz+ の オア ニッ オデ 。 (2ー の キア ニッ ー 


の 3 
この 2 等 式 を 辺 々 加え て ① が 得 ら れる . 
結局 , ④ 一 ⑨① が 示さ れ た . 


2* F=F′ の 場合 に は , c= テ 0. し た が っ て 2 テ Z で あり , ② は 
ァ タ キー の 
と な り , 原点 を 中 心 と する 円 を 表す . 
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3” 以下 、 と くに 断ら な く て も , 衝 円 の 方 程 式 の 標準 形 ② 
で は , >0。 5>0 で ある も の と する . 
(に お いて は ,。 > の >0 の と き , 焦点 は 
F( ソ ゲー ゲ ,。 0), F'((-7Zー の 。0) 
で あり , これ ら は , ヶ 軸 上 に ある 。. 


/ つ うち 三 郭 2 2 
と の と き ,。 e= ーー 


F(2e, 0)。F*( 一 2e, 0) 
と 表せ る . 


さら に , ② と > 軸 と の 交点 A,A? 

お よび , 2 軸 と の 交点 B, B' を , 椿 円 
の 頂点 と いう . 
A(2, 0), A( 一 2, 0), AA"22 
B(0, の , B'(0。 一 の , BB' 三 25 
2g> の に より AA>BB′ で ある の で 
AA' を 長 軸 , BB を 短 軸 と いう . 

一 方 , 2>2>0 の と き , 椿 円 ② の 焦点 は BY 

(0, が 一 22), (0。 一 7 ゲー〆 ) 


まま 7 
長 軸 王 BB 短 軸 =AA/ 
と 入れ か わり , 離心 率 e は 


が 一 の の " 
際 WW の 


且 
(7702 の 
4 椿 円 に お いて , 2 焦点 の 中 点 を 中 心 と いう . 


椿 円 は 中 心 に 関し て 点 対称 で ある . な お , 椿 円 の 
方 程 式 が ② で 与え られ る と き , 中 心 は 原点 で ある . 


皿 . 本 円 と 円 
いま , 原点 を 中 心 と し , 半径 々 の 円 
ァ 2 ッ メー 2 Soleiefeie(s ⑩ 
と , 本 円 
2 2 
あー COO つ COK2D ⑪ 


を 同時 に 考え る . 
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いま , 軸 上 に ある 円 ⑩ の 直径 AA' 上 に 
点 E(z, 0) を 取り , E を 通り y 軸 に 平行 な 直 
線 が ⑩, ⑪ の 上 半分 と 交わ る 点 そ れ ぞ れ を 華 , 
Q⑩ 記 SS 

P の ヶ ヵ 座 標 % は ⑩ よ り 

ムー ソ ダ ー ア , 
一 方 , Q の ヶ 座 標 %。 は , ⑩⑪ よ り 


2 
三 ./ ュー ち テース の ダー の "* 


し た が っ て , EE が AA" 上 の どの 点 で あっ て も 


2o 王 一 p 
の 
が 成り 立つ 。 すなわち , 権 円 ⑳ の 上 半分 は , 円 ⑩ の 上 半分 を 高き 
何 に 縮め る (6> な ら ば 伸ばす ) こと に よっ て 得 ら れる 。 下 半 
分 に つい て も 同様 で ある . 


IV. 接 線 
椿 円 の 方 程 式 ⑪ の 両辺 を * で 微分 する と 
2 」27 9 
"の 20 
よっ て , 椿 円 上 の 点 (xi, ) に お ける 接線 の 傾き を と すれ ば , 


カキ 0 の と き っ 宇久 ニ 0 で ある 。 すなわち 


Zs 主 記 7 
= の 7」 
の 
2 
し た が っ て 接線 の 方 程 式 は ? ヵ テー の ( ァ ーzr) 十 名 


の 22 3 の が == が の 巡 j 十 の が の が" 
2 2 
両辺 を 〆/ で 割り う + 生 一 1 を 用 いる と 
PoP 
学 + 党 コ 


を 得る . な お これ は , 0 の と きも 成立 する . 


椿 円 の 


三 1 の , 点 (zi, ぬ ) に お ける 接線 は 接線 


50 5 
の 遇 / = 
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貸 記 双 曲 線 | 


IT. 定 義 
2 定点 F, F' から の 距離 の 差 
が 一 定 / で ある 点 の 軌跡 を 双 曲 
線 (hyperbola) と いう . F,F' を EE 
0 の 旧 較 27 だ REI22 
992 の 
. 双曲線 の 方 程 式 の 標準 形 
F。F" を 焦点 と し , 条件 
IPF 一 PE"|=/ の 定め る 双曲線 
線 C の 方 程 式 を 導 こ う . 
/ RE 
0 ます の 
と お き , か つ ,。 FE(( 一 c。 0), 
F(c, 0) と な る よう に 座標 軸 
し 2 の 全 7(27(2162 議 LU > 人 
り c>2 で ある , C 上 の 任意 
の 点 を P(z。 2) と お け ば , 
PF ニテ (>ーc) 十 2* 
PF"ーy(z 十 c)* 十 2? 
で ある か ら , P が じ 上 に ある た 


6 の 三 


F( 一 c,0) 


め の 条 件 は , 
IYー の オデ ー7(⑦ す の 二 の =22 0 ……… ③ 
で ある . 
2 2 
テー ss (の ) 
が 導 か れる . 


② を 双曲線 の 方 程 式 の 標準 形 と いう . 


1” 双曲線 ② の 焦点 は F(〆 ダ が , 0),F( 一 7Z 十 が 。0) で ある . 
まま MS 


_ 7 の 十 の 店 大 
ク 了 1 ] の 


F(2e, 0), F( 一 2e, 0) と 表 さ れる . 
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また , 双曲線 ② に つい て , 2 点 A(z, 0), A( 一 る 0) を 頂点 と 


いう . 
2* 双曲線 
放 コ の 
に 対し , 方 程 式 
震 =0 see 9) 
を 考え る . ③ は 


りー キラ ッ と 変形 で きる . 


すなわち , ③⑧ は 2 直線 yー つ ァ 。 ッ ーー ァ を 表す 。 この 直線 を 


双曲線 ② の 洒 近 線 と いう . 遠方 に いく に し た が っ て , 双曲線 は そ 
の 尊 近 線 に 近づく . 

3 方 程 式 

| (2 800 。。 =) 。 ご の ④ 


の 表す 曲線 は 双曲線 で ある が , その 焦点 は ヶ 軸 上 の 2 点 
(0,Y〆 二 の), (0, ZZ 十 ) Ca 2 


人 アァ * 
曲線 結 -ーー1, すなわち 。 才 ー 生 =」 を 直線 一 ァ に 関し 
02 と か ら わ か る . 双曲線 ④ の 池 近 線 は , 
双曲線 っ の ー 鼻 = の それ と 同じ で ある . 


双曲線 の を 。 双 旧 線 二 一 練 1 の 共役 (きょう や く ) 双曲線 


と いう こと が ある 。. 
4* 潤 近 線 が 直交 する 双曲線 を 直角 双曲線 と いう . 直角 双曲線 の 
共役 双曲線 は 直角 双曲線 で ある . 


臣 . 接 線 
椿 円 の 場合 と 同様 の 計算 に より , 次 の こと が 分 か る . 


2 
| 双曲線 訪 - 努 = の 点 (zi の ) に お ける 接線 は 
| 9 た 和 計 唱 


双曲線 の 接線 
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公 グ .⑳ 一 般 の 2 次 曲線 


放物線 , 椿 円 。 双曲線 の 標準 形 は 
2 2 2 2 
の "一 4 が タール ーー 
の よう に , , ヶ の 2 次 の 方 程 式 で 表 さ れる . そこ で , これ ら の 曲 
線 を まとめ て 2 次 曲線 と いう . 


I. 平行 移動 と 2 次 曲線 
数 学 1 で 学ん だ よう に , 方 程 式 
( ァ 。 ヵ ) 三 0 る le ie) ① 
で 表 さ れる 曲線 ど を > ヶ 軸 方 向 に 2, z 軸 方 向 に 2 だ け 平 行 移 
動 し た 曲線 C' の 方 程 式 は 
が ( ァ ー ム の 。 ッ ー の ) テ 0 OOOCO 20 ② 
で ある . 
いい か えれ ば ぱ , 方 程 式 ② の 表す 曲線 は , ① の 表す 図形 を 上 の 
よう に 平行 移動 し た も の で ある 。. 
た と えば , 方 程 式 


( 層 中 の ^ (の 
プ 寺 0 ーー 二 認 に レー VOCCOCC ③ 


は , 椿 円 
2 2 
1 POCCOCLKL ④ 


を 軸 方 向 に e, ヵ 軸 方 向 に / だ け 平 行 移動 し た も の で ある . 


1 ゲー2 ァ 十 42 十 247 王 27 0 mm ⑤ 
が 表す 曲線 C の 形 を 調べ よう . ⑤ の 左辺 を , >, y それ ぞ れ に つい 
て 平方 完成 する と 
(z*ー2Z 十 1) 十 4(2* 十 6y 十 9) ニ 27 十 1 十 36 
( ァ ー17 十 4( ヶ 十 37ー64 
(HMS 0 


2 放 
これ は , 村 円 年 生 一 1 を ァ 軸 方 向 に 1 ヶ 軸 方 向 に 3 だ 
け 平 行 移動 し た も の で ある 。. 
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2* 一 般 の 2 次 曲線 
gz“ 十 2xg 十 cy* 十 の み 十 ey 十 了 テ 0 
も , 一 般 に , 放物線 , 権 円 , 双曲線 を 表す (特別 の 場合 に は 2 直 
線 に な っ た り , 空 集合 に な っ た りす る こと も ある ). 
いく つか の 具体 例 に つい て は B 篇 で 扱う が , 本 格 的 な 一 般 論 は 
高校 の 範囲 外 で ある . 


TI. 不等式 の 表す 領域 と 2 次 曲線 
いま , ヵ を 正 数 と し て , 実数 >, ヶ に 対す る 不等式 
の 720 が 床 灯 未 泊 款 灯 es ① 
を 考え る . 
た と えば , ヶ テ 1, 2 ヶ 三 0 の と き ① は 成り 立っ て いる . す な わ 
ち , 点 A(1, 0) に お いて ① は 成り 立つ . 逆 に , 点 B( 一 1, 0) に 
お いて は ① は 成り 立た な い . 


yy 平面 に お いて ,。① が 成り 立つ よ 


り ピ の うな 点 全体 の 集合 を 。 不等式 ① の 
表す 領域 と いう . 
いま , 放物線 

"4 が DO ② 


の 上 に 任意 の 点 P(e, /) を 取り , 
同じ ? ヶ 座標 を も っ て いて P よ り 右 
に ある 点 Q(7。 の ) を 考え る . する 
回 

/ の 4 の 2,。 お よび 7 と 2 ー ……… ③ 


が 成立 する . よっ て 。 4 が >4 ヵ g 王 の すなわち 。 
の / 症 還 天 IIIES 主計 eo2285 ④ 
以上 に より , 点 Q で は 不等式 が 成り 立つ こと が 分 か る . 
よっ て ,。 放物線 ② の 右側 で は , 不等式 が 成り 立つ . 
同様 に , 放物線 ② の 左側 に は , 不等式 
の >4 カ の ァ iamrs ⑤ 
が 成り 立つ ( ヵ >0 を 仮定 し て いる こと と に 注意 ). 
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1" ヵ >0 の 場合 , 一 4 か z で 分 けら れる 平面 の 2 つの 部 分 で 成り 
立つ 不等式 は 図 1 の よう に な る . また ヵ く 0 の 場合 は 図 2 の よう 
に な る 。 


図 1 ぁ ヵ >0 図 2 ? ゎ く 0 


2" 一 般 に , 関数 7/(>) の グラ フ を C 9 
と する と き 。 不等式 
タッ 7( ヶ ) 
が 表す 領域 は 。 C の 上 方 で あり , 
不等式 
9 ベア ( 々 ) 
が 表す 領域 は 。 C の 下方 で ある . 


3* 不等式 ろ + テン 1 ある い は | の 表す 領域 に つい て 


も 1" の と き SC (の 
と が で きる . 
すなわち , 図 の P(e,。 8) が 椿 円 


2 2 
P2 
クト あー1 LoSooc と ⑥ 


の 第 1 象限 の 部 分 に あり , 

Q=Q(7 8) が その 水平 右側 , 
ーQY(e, s) が その 真 上 に ある と 

すれ ば 


2 
生生 =1 0<Z<7。 0 くく 5 


で ある か ら 
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し た が っ て , Q, Q に お いて は ,。 不等式 


が 成り 立つ . 
この よう に し て , 権 円 6 の 外部 
に お いて は 不等式 の ⑦ が 成り 立つ こと 
が わか る 。. 
同様 に し て 。 権 円 ⑥ の 内 部 に お い 
て は 不等式 
2 2 
すく DOCOCKO 2 
が 成り 立つ . 
2 2 
4* 双曲線 一 錠 ー1 に よっ て 分 けら れる 平面 の 各部 分 に つら て 


も , 上 と 同様 な 考察 を 行う こと に より , 下図 に 示す よう な 不等式 
が 成立 する こと が わか る . 


図 の 斜線 を つけ た 」 の 部 分 
(これ を 双曲線 の 内 部 と いう こ 
と が ある ) で は 

が の" 
太 叶 
が 成り 立つ . 
図 の 』 の 部 分 (平面 か ら 1 の 
部 分 と 双曲線 と を の ぞい た 残り 
の 部 分 ) で は 
の 2 

が 成り 立つ . 

5* 不等式 戸 (x,。 ヶ )>0 の 表す 領域 を の と する と き 。, 不等式 
7( ァ マー 一 の >0 

の 表す 領域 の) は , / を 軸 方 向 に Z, ? ヵ 軸 方 向 に / 平行 移動 し 

た 領域 で も わる. し た が っ て , た と えば , 

(ze)* 
の * 
の 表す 領域 は 点 (e, 8) を 中 心 と する 析 円 
(> の ? 」 (2 一 86* 
の 5 人 


の 内 部 で ある . 


+ が 
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AA プ . 局 媒介 変数 表示 


I. 椿 円 

曲線 の 媒介 変数 表示 に つい て は , 「 大 学 へ の 数 学 芽 ニュ ー ア 
プロ ー チ 」A1.8 に 説明 し た (本 書 A2.2V も 参照 ) 

次 の 椿 円 の 媒介 変数 表示 は よく 用 いら れる . 


[定理 ] 2 ヵ を 正定 数 と する と き , 媒介 変数 表示 


ァ ー ム Cos の まま 王 王 まま 2 ① 
0 ミ の ミ 2 
に 時 。 ( 々 ) Oc ② 
は , 椿 円 
2 2 


1? ① に お ける の の 意味 は , 
円 ?? 寺 ゲー” お よび , 
円 アデ 十 ー/ を 補助 的 に 
書き こん だ 右 の 図 か ら 読 み 
と れる で あろ う . 

だ だ し 

Q(2cos の , Zsin の ) 
R(2cos 9, 2sin の ) 

2* 特別 な 場合 と し て , 中 心 
が 原点 で 半径 ヶ の 円 の 媒介 
変数 表示 


の 


ヶ 三 Sin の 

も よく 用 いら れる . 中 心 が (zo,。 %) の と き に は 
(和夫 3 
ヶ 三 % 十 ケア sin の 

な が の 
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昔 .。 サイ クロ イド 
直線 上 を 滑ら ず に 回 転 し な が ら 移 動 す る 円 の 周 上 の 固定 点 
が 描く 軌跡 を サイ クロ イド (cycloid) と いう . > 軸 の 上 側 を こ 
ろ が る 半径 2 の 円 の 場合 を 考え る . 円 周 上 の 固定 点 P は , 動き 
は じ め の と き 原 点 に あっ た と する . 


角 の だ け 回 転 し て ころ が っ た 時 点 で , 円 の 中 心 Q と 点 P は , 
上 図 の よう な 位置 に あり , 
0Q=(49, の 
0 半 (一 gsin 9, 一 cos の ) 
OP =(Z(9 一 sin の , (1 一 cos の )) 
よっ て , 円 が 一 周 す る 間 に P が 描く 曲線 は , 次 の よう に 媒介 変 
数 表示 され る . 
6 上 
ヶ 三 1 一 cos の ) 
皿 .、 アス テロ イド 
グ Ne 


(0 ミ 9 ミ 2z ヶ ) 


の 8 NNS の Co ド 
(asteroid) と いい ぃ い 左 図 の よう な 概 形 を 
も つ . の を 消去 する と 


ア 3 十 73 一 の 3 
と な る 。 これ は 半径 2 の 円 y? 寺 ゲー の 
の 内 側 を すべ ら ず に ころ が る 半径 
円 の 周 上 の 固定 点 が 描く 軌跡 で ある . 
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IV. リサ ジュ ー 図 形 
@ Z は に 実数 の 定数 で , っ は 有理 数 で ある と する . この と 

き , 媒介 変数 表示 


COS 67 


ヶ ー Sin /7 
で 表 さ れる 曲線 を リサ ジュ ー (Lissajous) 図形 と いう . 
特に 2 一 2 の と き は , 円 と な る . 微分 法 を 用 いて , グラ フ の 
概 形 を 描く と き は , A 2.8,IV の 方 法 を 用 いる (mo B.315). ま 
た , コン ピュ ー タ に より 数 値 的 に 描画 する こと も 容易 で ある . 


I. 極座標 
O を 原点 と する xy 平面 上 の 点 
P(>。 ヶ ) に 対し 
二 S22086S の ′ 。 eo ① 
ッ ー ァ sin の ES lers ② 
の 0 ト 、、。 Soo2 ③ 


を 満た す ヶ (半径 変数 ), 9 ( 角 変 数 ) を 考え る . すなわち ヶ は 
OP 間 の 距離 で も あり, の は 半 直 線 OP ( 動 径 ) と > 軸 の 正方 向 
( 始 線 ) が な す 角 で ある . の 9 に は 2z の 不定 性 が ある . また , 
(>。 2) 三 (0,。 0) の と き は 9 の を 定義 し な い . 

逆 に , 7, の を 与え た と き ,①, に よっ て 点 (z。 ヶ ) が 定 ま 
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る . そこ で ( ヶ , の ) を 点 P を 表す 座標 と 考え , O を 極 と する 極 
座標 と いう . 


II. 極 方 程 式 
点 P の 極座標 を (/ ヶ ,。 の ) と する . 
P が 曲線 C 上 に ある ee 。 ヶ = テ 7 の 9 ……… ④ 
が 成立 する と き , ④ を 曲線 C の 極 方 程 式 と いう . 
1” 原点 を 中 心 と する 半径 1 の 円 の 極 方 程 式 は 
ア 三 1 
で ある 。. 


2 条件 ③ を 無視 し て , (の) く 0 と な る こと を 許す こと が ある . 
ヶ ぐ 0 の と き , 極座標 で の 点 ( ヶ 。 の ) は (| |, 9 の +Z) と 同じ 点 を 表 
哲人 な る 
3” 極 方 程 式 ④ は 媒介 変数 表示 
1 


ッ テ ア (の )sin の 
と 等 価 で ある . 
皿 . 2 次 曲線 の 極 方 程 式 
A7.1 で 考え た 放物線 / ゲ 一 4 ヵ z の 焦点 ( ヵ , 0) が 原点 に 来る 
よう に だ 平行 移動 する と, その 方 程 式 は 
4 2 
P/ デ 4 が (> 十 か の ie ⑤ 


と な る 。. 
角 9 方 向 の 点 P( ヶ , ヶ ) と 原点 の 間 の 


_-。 距離 ヶ と する と , 
ァ ー ィ ケア cos の 
じ ラ 胡 / 
が 成立 する . これ を ⑤ に 代入 し て 
“sin* の 一 4 が (7 cos の 十 の ) 
“sin* 9 一 4 ヵ ヶ cos 9 一 4 ゲ テ 0 
(1 一 cos の ァ ヶ 一 2 の (1 十 cos の 7 十 2 の =0 
ァ >0 だ か ら , 


1 一 cos の 


これ が , 放物線 ⑤ の 極 方 程 式 で ある . 


グ 
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椿 円 。 双曲線 を 極 方 程 式 で 表す と 
C 


デューgcos 9 
と な る . た だ し っ e は 離心 率 で (A7.2, A7.3), 椿 円 の 場合 は 
0 く <e<1, 双曲線 の 場合 は 1 く e で ある . (w 宮 B.726, B.729) 


IV. 曲線 ミュ ー ジ アム 


ここ 
10 15 


の 三 2 ンー 
アル キメ デス 螺 線 対数 螺 線 


ー1 


[=2] [z 三 3] [=4] 
正 葉 曲線 
7 三 Sin 7 


カー ジオ イド 攻 交 三 ス ケート 


7 三 1 十 cos の 7ー マ cos2 の 
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V. 弧 長 


[定理 ] 極 方 程 式 
ァ テ ア 7( の ) (z ミ の ミ /) 
を も つ 曲 線 弧 の 長 さ は , 


(あか 


9 


@ 


で 与え られ る . 


1 証明 : 極 方 程 式 ケ = ニ (の ) を , 媒介 変数 表示 
2 
ヶ テ ア /( の )sin の 


(人 +( 得 ) = の ces 9 一 7( の )sin の * 
圭 (/( の sin 9 十 7( の cos の * 
= デア (の * 定 (の * 
これ を 弧 長 の 公式 
寺 g M22 2 の 2 
ァ ー/( 沈 )( 飲 ) 
に 代入 すれ ば よい . 
2* 対数 螺 線 ヶ =2e" (z ミ 9 ミ </) の 長 さ は 
ァ =VV(ee の (ee979 
= ソ 22 et 
ー ア 2 g(e"ーe?) 


2 を 得る . 


ones 特に / テ 0, の 一 > 一 で S と する だ 5 有限 の 長き 
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VI. 面 積 


[定理 ] 点 P が 曲線 弧 
ァ デ テア (の 9) (z ミ 9 ミ /) P 
の 上 を 動く と き , 線 分 OP の 通過 す 


る 部 分 の 面積 は 
導 。 
S= り っ 2 の 
で 与え られ る O 


1* 半径 。 中 心 角 の 9 の 微小 な 扇形 の 面積 は 。 
2 で ある .。 よっ て その 和 を と っ て ,。 上 
式 を 得る . 


2” [ 例 ] レム ニス ケー ト の 右 半分 


が 囲む 部 分 の 面積 は 


尋 1 尋 
いみ cos29g9 一 を |sinz9 | 。 
Fi で 4 
の 


(53 ら ) り ーーー 
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B. フロ 1 


直線 7/: ゅ ニー2 を 準 線 と し , 点 A(3, 1) を 焦点 と する 放 
物 線 わ の 方 程 式 を 求め よ . 


ST 


放物線 (parabola) の 定義 に 戻り まし ょ う . 


ly+2 ド 一 (9+2)7 区 


点 (z, ヶ ) か ら 
直線 / に 至る 距離 | 十 2| 
点 A に 至る 距離 一 Y( ヶ ー3)" 二 (》ー17 
で ある の で , 点 (z, ヶ ) が 放物線 ア 上 に ある た め に 
は , 
ly+2|=yZー39T6-。  …… ⑩ 
が 成り 立つ こと が 必要 十分 で ある . 
① は , その 両辺 を 平方 し て 得 ら れる 式 
(9 十 2 アー( ァ ー3 ゲ アゲ 圭 (ー17 
と 同値 で ある の で , これ を 整理 し て , 放物線 わ の 方 
程 式 


ゅ gー で (ー6 ァ 6) 


を 得る . 
直線 7 が ヶ 軸 に 平行 で も や る か ら , x 軸 に 平行 
な 直線 ? ニ ー ヵ を 準 線 に も ち , 焦点 が (0, が ) の 原点 


を 頂点 と する 放物線 y"ー4 か w を 考え よう . 
これ を , , ? 方 向 に それ ぞ れ o, / だ け 平 行 移 動 
する と , その 方 程 式 は 


(zーg の = ニ 4 が 60 ター) ……… ②③ 
と ど 29 り 5 進 線 : ケー テー カ REPCPCCCD ③ 
焦点 :(2。 カキ の iti ④ 


と な る . よっ て ,③, が それ ぞ れ テー2, (3, 1) 
と 一 致す る こと か ら , 


g 王 3 
Oi の 王寺 グ 還 加 ! 
eg 三 3 が デー タテ 
+@=1 
92 る 


と な る の で , これ ら を ⑨ に だ 代入 すれ ば , 求め る ア の 
方 程 式 が 得 ら れる . 
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放物線 の 王 4 が の 頂点 O(0, 0) を 通る 互い に 垂直 な 2 本 
の 直線 が この 放物線 と 再び 交わ る 2 点 を Q, R と する . 直線 
MM 才 つね に に 定点 を 通る こ SN 


原点 O を 通る 直交 する 2 直線 の 方 程 式 を ッ ー7z, 
ッ ーー テ と お き , の "4 が z と 連立 し て , Q, R の 座標 を 求め る と い 


う 方 針 で も 解決 し ます が , 得策 で は あり ませ ん . 先 に Q, R の 座標 を 
設定 し まし ょ う . 


Q, R の ヵ 座 標 を それぞれ 22g。 272 人 単に g。 の と お 
(2 キ /, 8 キ 0) と お く と , いて も よい .。 そ 
Q(zg?。22e), R( ヵ 6"。 2 の 6) の 場合 は ヶ 座 標 
と な り , OQ1LOR と な る べき こと か ら , @ 2 は が , 騙 と 
デー 2 | な る . 
2 テー4 (0 ① 
を 満た す 
と ころ で , 直線 QR の 方 程 式 は , 


が e〆ー が 6 
ァ マーカ"ー 29 の 3228 ツー 27g) 


2( ァ ー カ の ⑦= テ (Z 十 (92 一 27e) Q 
2 ァ > デ (Z 十 の 2 一 2 の 26 。。 ……… ② 
で あり , ① を ⑨ へ 代入 する と , 


2x テ (2 十 の 2 十 8 ヵ 
@ 十 / 
2 


ター 9 十 4 か 


と な る . 
よっ て , この 方 程 式 で 表 さ れる 直線 は , つね に だ 定 
点 (4 ヵ 0) を 通る . 自 


[ 注 ] 放物線 一 4 が z 上 の 任意 の 点 P の 座標 (x。 ヶ ) は , 適当 な 実数 
7 を 用 いて , 
| み ー の が だ 
ヶ ー27/ 
と 表せ る . (放物線 の 媒介 変数 表示 ) 


sW 
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日 . 7 ロ 3 
放物線 一 4 の z 上 の 異な る 2 点 P( ヵ 〆,。 22g), 
Q(5g?。 229) に お ける 接線 の 交点 を R, 弦 PQ の 中 点 を M, 
直線 RM と 放物線 と の 交点 を N と する . 次 の こと が ら を 証 
明 せ よ . 
(1) N は 線 分 RM の 中 点 で ある . 
(2) N に お ける 放物線 の 接線 は , 弦 PQ に 平行 で ある . 


[アプ ロー チ > 放物線 の 接線 に 関す る 有名 な 性 質 の 1 つ で す . 


了 甘 還 (1) P に お ける 接線 の 方 程 式 は , 
2 ヵ g・ み 三 2 が (y 十 が の の) 


gy 王 ァ 十 の g" POG ① 
で あり , 同様 に , Q で の 接線 は , 

/2/ ニ ァ 十 6 DOOPCOGD (⑫) 
と な る の で , g キ / を 考慮 し ひい, ② を 連立 する 
と , R の 座標 


(zs。 xs) 三 ( カ g, が 々 十 /)) 
が 得 ら れる . また 中 点 M の 座標 は 


(zw = (な e+ の ) 


で ある の で , 直線 RM の 方 程 式 は 
タ 王 如 e 十 め ) 
と な り , これ と の 4 が z と か ら ヵ を 消去 し て N の 
< 座標 za が (gZ 填 6)?/4 が 得 ら れる . 
よっ て , xs 十 zw 三 2zn が 成り 立つ の で , N は 線 分 
RM の 中 点 で ある . 時 
( 2 ) N に お ける 接線 は , 
が eg 十 の)・ 王 2 が (z 填 (ge 寺 の 74) 


(2+ の 2 デ 2tz 二 が eg 寺 97 人 3 ……… ③ 
で あり , 弦 PQ の 方 程 式 は , 
(2 十 の 2 テ 2z 十 2229 hr ④ 


で ある の で , ③, ④ を 見 比べ る こと に より , 
IN に お ける 接線 / 弦 PQ 
が わか る . 血 
了 著 アル キメ デス は , 上 の 事実 を 用 いて , 放物線 と 直線 と で 囲ま れ 
< 部 分 の 面積 を 求め た . 
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BB. フロ 4 


放物線 ゲー4 ヵ z の 上 の 頂点 以外 の 点 P に お ける 接 
線 を は P か ら 準 線 に 下 し た 垂 線 PH と , P と 焦点 F を 結ぶ 
直線 の な す 角 HPF を 二 等 分 する こと を 証明 せよ . 


[アプ ロー チ ツ > 通常 。 角 の 大 き さ に 関す る 問題 は , cos (ベク トル の 内 
積 , また は 余弦 定理 ) や tan (tan の 加法 定理 ) を 媒介 し て 考え ます が , 
本 間 は ちょ っ と し た 考察 に より “解析 幾何 ”" で 鮮やか に 証明 で きま す . 


PH は 放物線 の 軸 (z 軸 ) に 平行 な の で , 
と 軸 と の 交点 を Q と し て 
ン FPQ ニ テン FQP, 
し た が っ て , これ と 同値 な 
BRP 三 RO 。 。。 ① 
を 証明 すれ ば よい . 
P( ヵ g“,。 2 ヵ g) (2 キ 0) と お く と , 
ヵ の 方 程 式 は , 2 が 2・y 三 2 が ( 十 が @) 
@7 三 マ 十 が"。 
ゆえ に , と 軸 と の 交点 Q は , 
Q( 一 が e。 0). 


FP*ー( の eー の 十 (2zg) 
HG っ JA(G ーー が (〆 十 1)* 

FQ ニ ヵ ー( 一 ヵ @⑦ー が 1 十 の ) 
より ① が 示さ れ た . 血 
研究 上 で 証明 し た 事実 は ,「P を 通り , 軸 に 平行 な M 
直線 と , P と 焦点 を 結ぶ 直線 は 。 P に お ける 接線 と | 錠 
等 し い 角 を な す 」 し た が っ て 「 軸 に 平行 に 入っ て き の 
た 光 は , 放物線 で 反射 し て , 焦点 を 通る 」 と いい か NNE * 
える こと が で きる . この 性 質 が , 焦点 (focus [ 英 ]) 
と いう 名 の 由来 で ある . な お ,。 レー ダ な どの アン テ 
ナ は , 電波 や 音波 を 1 点 に 集め た り , 逆 に 1 点 か ら 
発する 電波 や 音波 を 遠方 まで 拡散 し な いで 送る こと 
が で きる よう に , 放物線 の この 性 質 を 利用 し て , 回 
転 放 物 面 (放物線 を 中 心 還 の まわ り に 回 転 し て で き 
る 曲面 ) で で き て いる 。 なお, 椿 円 の 接線 や 双曲線 
の 接線 に つい て も 類似 の 性 質 が ある . 
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2 2 
椿 円 和 ラ あ = (2>5>0) 上 の 第 1 象限 に ある 点 P に 


対し ,P と 椿 円 の 短 軸 の 両端 を 結ぶ 2 直線 が > 軸 と 交わ る 
点 を QR と する . この と き , 積 0Q・OR は P の 位置 に よら 
ず 一 定 に な る こと を 証明 せよ . た だ し , O は 原点 で ある . 


[アプ ロー チ > 素直 に 計算 すれ ば 解決 し ます . 


P(2, 2) と お いて も 多 P(2g。 69) と お く と , 
よい が , 最後 で 見 通 の 〆 寺 記 ー1 (2。 2>0)………… ① 
し が 多少 悪く な る . で あり , P と B(0, め ) を 通る 直線 
ーー ター よる 

【/424 


に お いて , 2 三 0 と お き , Q の ry 座標 


なー ィ ー ョ ーOQ 


の に この 4220 雪 
を 得る . 同様 に し て , 2 で Fg ド 


と な る の で , ① を 用 いる と, 


時 22 靖 22 
OQ・OR= ー の TP 


1 


[ 注 ] 柏 円 訪 + 二 = は , 円 

y パ キー の を ヶ 軸 方 向 に の 2 倍 に し 
た も の (中 B.706) で あり , 本 問 は , 
ァ 軸 上 の 長き 0Q, OR だ け の 考察 な 
の で , 杜 円 を 2 軸 方 向 に 2/》 倍 に し て 
円 z? 十 7 アー の * 上 の 第 1 象限 に ある 点 
P′ と B(0, の, C(0, 一 2 を 通る 2 直 
線 を 考え て も , 積 0Q・OR に は 影響 し 
な い . 

よっ て , 左 図 に お いて , 


oOQ_0C 
16)5) 人 6)K4 


O0Q・OR 三 OB・OC テ 〆 が 分 か る . 


へ OQBE' の AOCR より 
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日 . フロ 
頂 円 衝 練 = ニ 1 …… ① (2>5>0) が ある . 
(1) 椿 円 は , 原点 を 中 心 と する 半径 4 の 円 
200NR2G9k ② を ? 軸 方 向 に 人 千 し た も の で ある 


こと を 示せ . ( 椿 円 の も う ひ と つの 定義 ) 

(2) 椿 円 上 の 任意 の 点 の 座標 は , 適当 な 角 の 
(0" ミ の <360") を 用 いて , (2cos 9, 2sin の ) と 表せ る こと 
を 示せ . ( 権 円 の パラ メタ 表示 ) 


(1), (2) と も 重要 な 椿 円 の 基本 事項 で す . 


(1) 点 (% ) を? 軸 方 向 に 攻 倍 し 
た 点 を (>。 9) と お く と , 


居 6 メニ テッ 
か と 一 Se で 、 MP ③ 
ee 2 ザー ニラ 9 


が 成り 立つ の で , 点 (, T) が 円 ② 上 を 動く と , 
で 定まる 点 (>。 2) は , 椿 円 の 上 を 動く こと 放 ⑨③ を ダ "+ アーg? 
が 分 か る . よっ て , 椿 円 は , 円 ② を ? ヵ 軸 方 向 に 代入 . 


に 倍 し た も の で ある . 目 
( 2 ) 円 ② 上 の 点 ( ズ , T) と 原点 0 と を 結ぶ 動 
径 の > 軸 か ら の 回 転 角 を の 9 と お く と , 三角 関数 


の 定義 に より , 
仙 06 (,Y)=(zcos の csin の ) 


ダテ Zsin の 
2 の 
よっ て , 1) に より , 本 円 上 の 
点 ( 々 。 9) は 
| 陸 0 


(x, ヵ )(zcos の 6sin の) 


りー アー2sin の 


と 表せ る . 血 


[ 注 ] の と 杖 円 ① 上 の 点 (zcos の, 2sin の ) の 位置 の 関係 は 注意 し な い 
と 誤り や すい . 
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BB. ロフ 


2 2 
檜 円 あー1 (2>5>0) の 焦点 を F, F'。 長 軸 の 両端 
を A(2, 0), A( 一 2,。0) と する . 椿 円 上 の A, A' 以外 の 任 
意 の 点 P に お ける 接線 が A, A' に お ける 接線 と 交わ る 点 を 


Q,。 Q と する と , FQTFQ' と な る こと を 示せ 。 


[プロ ー チ > B.705 の よう に P(2g, 5 め ) と お く こ と は , 本 質 的 に 
B.706 で 学ん だ 椿 円 の パラ メタ 表示 と 同じ こと で す . ここ で は , 醒 円 
の パラ メタ 表示 を 利用 し て み ま し ょ う . 


P(2cos の, 2sin の ) (sin の キ 0) 
と お く と ,。 P に お ける 接線 は 


COST 間 加 証 還 記 ジジ 
pe の 玉 ヵ ヶ 三 1 ① 


で あり , 長 軸 の 両端 A, A' に お ける 接線 は 
な os 2 ヨー の の 4 

で ある の で ,① と ②, ① と ⑨ を 連立 し て , 交点 Qi, 

Q の 座標 を 求め る と , 


de 5 叶 人 q(-< 過 叶 り 


と な る . 
一 方 , 焦点 F の 座標 は ,F(c,。 0) で ある の で , 
(た だ し , c ニ エア 〆ー の / ) 
(FQ の 傾き )X(FQ' の 傾き ) . 
=( ヵ 人 ( 人 ーー 
の ー の 記 S1 コ の ー2ーG 5Sm が 
人 計 王 GOS の 7 
の 〆ーc” sin* の の ヴー“ 


まつ GRO PROG で ある 自 


[ 注 ] 本 問 で 証明 し た 事実 は , “ 線 分 QQ' を 直径 と する 円 は つね に , 
椿 円 の 2 焦点 を 通る ” と いい か える こと が で きる . し た が っ て , QQY 
を 直径 と する 円 の 方 程 式 


?- の (G+ の +( ヶ の 


ーー ヵ Ss)ー0 に 。? 三 0 


sin の sin の 


を 代入 し て ,。 ァ ニキ 7〆ー/' を 導く と いう 別 解 も 考え られ る . 


$7 B 篇 (演習 問題 ) 299 


B. プロ 

椿 円 Ax? 十 B ヶ * ニ 1 (A, B は 正 の 定数 ) 上 の 異な る 2 点 

P, Q に お ける 接線 の 交点 R と 原点 O を 結ぶ 直線 は , 弦 PQ 
の 中 点 M を 通る こと を 示せ . 


P, Q の 座標 を 指定 し て , 直線 OR の 方 程 式 を どう 求め 
る か が ポイ ント で す . 


P(zi。 か )。 Q(zz。 ) と お く と , 


1 2 Gas 
人 AA222=EB2 の 2 三 1 |) コニー ド ② 
で あり , P, Q に お ける 接線 は , それ ぞ れ 
NM seareecs ③ 
Az 十 B2z7 モ 1 mithtitst ④ 
で ある . 
いま 。 ③④ を 作る と , 
A(ーz)z 填 B( カ ーg)7 デ 0 0 ……… (6) 


と な り , これ は , ③, を と も に 満た す >。 ヶ y に つい 
て 成立 し 。 し か も , 定数 項 が な い ァ >, ヶ の 1 次 方 程 


式 な の で 原点 を 通る 直線 を 表す . 
よっ て , ⑤ は 直線 OR の 方 程 式 で ある . る R の 座標 を 求め 
と ころ で , 線 分 PQ の 中 点 M の 座標 は ず に 直線 OR の 
方 程 式 を 求め た . 
M( すら, る と] で ある の で ,M が 直線 OR 1 
上 に ある 条件 は 


A( ヵ ー) 馬 季 +B( み ーー の) テ 0 


Az 上 B の 一 (Az 上 By ニテ 0 
と な る こと こと で ある が , この 成立 は 。①, に より 保 
証 さ れる . 
ゆえ に , M は 直線 OR 上 に ある . 血 


[ 注 ] ③④ と いう 変形 は 「 2 曲線 /(z, め ー0, 9(z, 9 め ) 三 0 が 共有 
点 を も ちっ て いる と き , (2。 の キ (0, 0) な る 定数 z。 の を 用 いて 作っ た 
@( ァ 。? の ) 十 69(。 の )ー0 と いう 方 程 式 は 。 その すべ て の 交点 を 通る あ 
る 曲線 を 表す 」 と いう 事実 に 基 い て いる . な お , 2 一 1, 2 ニー1 を 選ん 
だ (③④ を 作る ) の は , 定数 項 を 0 に し て , 原点 O を 通る よう に する 
た めで ある 。 
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BB プロ 
椿 円 AzyZ 二 BZー1 (A, B は 正 の 定数 ) の 外部 の 点 P(z, 
%) か ら , この 椿 円 に ひい た 接線 の 接点 を Q。 R と する と き , 
直線 QR は Azoz 十 Bog デ 1 
と いう 方 程 式 で 表 き され る こと を 示せ . 


[アプ ロー チ ツ > 自力 で 解 こ うと する より も , 解答 を 熟読 し て その エレ ガ 
ンス を 味わう こと が で きれ ば 立派 な も の で す . 


Q, R の 座標 を Q(zi, み ), R(zz, ぁ ) と お く と , 
Q に お ける 接線 は Aziz 十 B ヵ g 三 1 
R に お ける 接線 は Azszz 十 Bzzz 王 1 
で ある . これ ら が 点 P(zo。 ) を 通る た め の 条 件 は , 
1 CGCOCO ① 
Azzzo 十 B2z90 モ 1 mt ② 
が 成立 する こと で ある . と ころ が , 見 方 を か える と , 
①, ② は , 2 点 Q(zu。 め ), R(zz。 ) が , 
A ァ oy 士 By 三 1 OO ③ 
と いう 1 次 方 程 式 で 表 さ れる 直線 上 に ある こと を 示 
し て いる . よ っ て ③ は , 直線 QR の 方 程 式 で ある . 時 
[ 注 ] ③ は , 接線 の 方 程 式 と 同じ 形 を し て いる が , (zo。 %) は 椿 円 上 
の 点 で は な い の で 接線 で は な い . 
研究 点 P(zo, %) に 対し ,③ の 表す 直線 を , 椿 円 
Az? 二 By デー1 に 関す る P を 極 (pole) と する 極 線 
(polar) と 呼ぶ . 極 P が 椿 円 外 に ある と き , 極 線 が ど 
ん な も の に な る か を 本 間 は 示し て いる . 
極 P が 椿 円 上 に ある と き は , 極 線 は 極 に お ける 接 
線 に な り , 
極 P が 椿 円 内 に ある と き は , “P を 通る 任意 の 弦 
の 両端 に お ける 接線 の 交点 が 極 線上 に ある ” と い 
2 の 
双曲線 , 放物線 に つい て も , 極 選 極 線 を 同様 に 
考え る こと が で き , 極 と 極 線 に つい て は , 極め て 
elegant な 関係 が いく つか 成り た つ . ここ で は , そ 
の 一 例 を 紹介 し て お こう . 
“ 点 P を 極 と する 極 線 の 上 の 任意 の 点 Q を 極 と する 
極 線 2? は 。 つね に 点 P を 通る .”《 極 と 極 線 の 相反 性 》 
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B. 710 


原点 0 を 中 心 と する 双曲線 旋 一 引 =1 (Z>0, 5>0) 
上 の 任意 の 点 P に お ける 接線 と その 滞 近 線 と の 交点 を Q, 
R と する . 次 の こと が ら を 証明 せよ . 

(1) P は 線 分 QR の 中 点 で ある . 

(②) AOQR の 面積 さ は 一 定 で ある . 


P の 座標 を 設定 し , Q, R の 座標 を 求め ます . 
P(2g,。 9) と する と , 者 P(Z。/) と お く と , eg, 2 は 


AI 人 タ 一 候 1 を 満た すこ と 
で あり , P に お ける 双曲線 の 接線 は Di の 知 天 2 
| 82 ① が 多少 悪く な る . 
で ある . また , 双曲線 の 洒 近 線 は 20 が 2 
の DO (② 


【Z4 
で ある の で , ①, ⑨ を 連立 する こと に より , 右 図 の 
Q, R の 座標 は 


Q(zo, = あか ) 


9 


の = が 
の 攻 細 の 
R(zx, =(- 
と な る . 
22@ _ 22g 且 
三 22g 三 2Zp 
で あり , 3 点 P, Q, R は 同一 直線 上 に ある の で , P 族 %a 十 jm 三 29p を 
は 線 分 QR の 中 点 で ある . 是 示す 必要 は な い . 
(2) S= ニ meal < 三角 形 の 面積 の 
ク の SN 
5 2 ーーg の 65 一定. 自 族 〆ーー1 


_ 21(e 寺 の (< 一 の 


[ 注 ] 滞 近 線 ② の な す 角 を 2 の 9 と する と 
$= き 0Q・ORsin29 一 0Qsin の ・ORcos の ニニ 
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BB. フ 11 
定点 F(1, 0) と 定 直線 7 : * ニ ー1 が ある . P か ら / に 下 
し た 垂 線 の 足 を と する と き , 
(1) /2PF=PH (2) PF=/2PH 
と な る 点 P の 軌跡 を 求め よ . 


| アプ ロー チ > 条件 を 数 式 に 翻訳 する だ け で す . 


1 が 還 ) コ ESRG 

(1) /2PE=PH 
< 7/c- 和 アー 
ぐつ 2((zー1)* 二 29 テモ ( ァ 十 1)* 
を - つ タデ ー6Z 十 2 ニー1 

で ある か ら , P の 軌跡 は 
醒 円 と + デー] で ある. 

( 2 ) PF=/2 PH 
を っ /(?ー17 上 ダニ テア 2 |z+1| 
を 、( ァ ー1)* 十 92 三 2( ァ 十 1)* 
ぐ でき アダ 十 6 ヶ ー ゲ テー1 

で ある か ら , P の 軌跡 は , 


双曲線 で ー 和 を = ュ と な る 。. 


一 般 に , 定点 F( ヵ , 0), 定 直 線 / : ヶ ニ ー ヵ に 対し ,。P か ら / に : 
下 し た 垂 線 の 足 を と し て , PF/PH=e ( e は 正 の 定 教 ) と な る 点 P 
の 軌跡 の 方 程 式 は 。 

y(z 三 の 7 ゲーg|2 寺 誕 | … (ウー が 2 三 〆⑦t の ” 

(1 一 ge?)z*ー2 が (1 十 e の 9z 十 (1 一 @ の の) が 二 7ー0 

と な る . し た が っ て , ヵ キ 0 の と き P の 軌跡 は , >* の 係数 に 注目 し て 

i ) e く 1 の と き は , 権 円 ii) e 一 1 の と き は , 放物線 

后 ) e>1 の と き は , 双曲線 
に な り , 放物線 以外 の 2 次 曲線 も , 準 線 と 焦点 を 用 いて 定義 で きる こ 
と が 分 か る . 椿 円 elipse, 放物線 parabola, 双曲線 hyperbola の 語 
は , この 定数 e を 1 と 比較 し た と き の “不足 する ", “つり あう ”, " 哲 
過す る ” に 相当 する ギリ シア 語 に 由来 し て いる . な お , この 定数 e は , 
椿 円 。 双曲線 の 離心 率 に 相当 し て いる . 
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B. プ 1 ら 
椿 円 E : を + ッ | 議 GLGEooo ① 計る 
双曲線 H : デー クー1 ……… ② 


(1) E, 量 は 2 焦点 を 共有 する こと を 確 め よ . 

(2) E と 廿 は 4 点 で 交わ る こと を 示せ 。 

(3) E と 是 は , 4 点 で 直交 する こと を 示せ . た だ し 。 2 曲 
線 が 直交 する と は , 交点 に お ける 各 曲 線 の 接線 が 直交 


する こと で ある . 
2 枯 円 和 ち + 支 = (2>5>0) の 焦点 は ( エ Y〆ー が ,0), 
双曲線 三 吉 -] の 焦点 は ( 土 72? 十 0) です. 


( 1 ) E の 焦点 は ( 土 78 一 1, 0)=( エ 72, 0), 
H の 焦点 は ( 土 71 二 1, 0)= ニ ( 土 72 , 0) で ある . 
よっ て , 巨 , 是 は 2 焦点 を 共有 する . 
( 2 ) ①, ② を 連立 する と 
が 2 三 9/2。 7/ 三 1/2 ドン 506255/ デ 直 W/ 必 
( 複 号 任意 ) ゆえ に E と 是 は , 4 点 

(6/2。 72/2), (7678 727 め 
で 交わ る . 自 
(3 ) 交点 を (2。 の) と お く と , 〆=3/2, 1/2 
で あり , その 点 に お ける , 


E の 接線 は , 信 x+ 8/ 三 1, その 傾き は 2 ニー な 
HH の 接線 は , gz 一 1, その 傾き は ys 三 9/8 

・ し EE 
で ある . PC 27217722 一 3 が 372 l【 


し た が っ て , 交点 に お ける 接線 は 直交 する . 時 


一 般 に 析 円 E: 時 1 と 双 邊 線 日 ラッ ーー1 が 2 
焦点 を 共有 する と き , すなわち , 〆ー ゲ ーg“ 十 が” が 成立 する と き , 
E と 是 は 必ず 直交 する . 証明 は 読者 に 要 ね よう . な お , この 事実 は , 
納得 で きる . 
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が 7>ー1 (7 キ 0) ……… ① の 範囲 の すべ て の 実数 値 
を と っ て 変化 する と き , 
ァ ー す 二 eeh ② た ーー - テ Ifoe(7a1g ③ 


と 鍵 介 変数 表示 され た 曲線 の 概 形 を 描け . 


[アプ ブローチ ①, ②, ③ で 定め られ る 点 (>, ヶ ) の 軌跡 し と は , ① を 満 
た す あ る 7 を 用 いて ,。②, で 表 さ れる よう な ( ァ , 2) 全体 で す . 
し た が っ て , 

(z, の と 7 を “①, ⑧④, ⑨ を 満た す # が 存在 する " 
が 成り 立ち ます . 


國 還 ⑫+⑨③ よ り , 


⑨ か っ つっ ③ ゃ っ う 抱 人 り の 
か つ ④ と 考え ァ 十 y 三 27 … 7ー te は My ④ 
て いる が , これ 区 で ある . これ を ⑨② へ 代入 し て 7 を 消去 する と 。 

は , か つ ④ と た 2 

も 同値 な の で , モウ ター7ー4 …… ⑤ 


④ を ③ に 代入 し となり, また ,④ を ① に 代入 する と , 
て も よい 、。 


さす 2 に) あ 半 500 ド | ⑥ 


どの 

よっ て , ⑤, ⑥ よ り , 曲線 は , 

双曲線 デー デー4 の x+ タッ >ー2 の 部 分 で あり , 
その 概 形 は 左 図 の よう に な る . 


[ 注 ] @②*-⑨⑧* を 作る と すぐ に ⑤ が 得 ら れる が , ① 
の 範囲 に お ける > や ヶ ま た は その 両方 の 値 の 範囲 を 
求め て も , 軌跡 の 限界 は 得 ら れ な い . これ は , ⑤ が 
ァ に つい て も ヶ 2 に つい て も 2 次 式 で ある ため, y,。 ヶ 
の 一 方 の 値 を 決め て も 他方 の 値 は た だ 1 つ に は 決ま 
ら な いか ら で あ る . 


研究 / 一 cos( そ ー す ) (らく 電 ァ ーー ?2tan の と な る 。 


2 


2 
一 般 に , 双曲線 の が 1 は 。 3 ッ ー6tan の 9 と パラ メタ 表 


示さ れる . 
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権 円 Az* キ オーB ……… ① (A>0, B>0) に , 傾き 奴 
(は 定数 ) の 直線 ゥ 三 z 十 た の …… ⑫② が 2 点 BE。Q⑩T で 交 


わる と き , 線 分 PQ の 中 点 M は , 定 直線 上 に ある こと を 示 
せ . 


[アプ ロー チ > 交点 P,Q の > 座標 は , ①, か ら ヶ を 消去 し て 得 ら れ 
る の 2 次 方 程 式 の 2 つの 実数 解 で す . 


①, より ヶ を 消去 する と , 
Az“ 十 (zz 十 が アーB 
(Az7 十 2 な 十 ( だ ーB) テ 0 ……… ③ 
と な り , 交点 P, Q の 座標 xp。 z。 は ③ の 2 実数 解 
で ある か ら , 


2727 
2 アァ 。 
中 点 M の 座標 を (xy, が 54 ぐ つの 
ーp 十 zo_ 27 
AN 2 A 十 7 
寺 上 7 
み w 三 %zw 十 デス イッ 狂 M は , 直線 ② 上 
人 の 点 だ か ら 
し た が っ て , 中 点 M(zu, が w) は , 7 の 値 に よら ず um の b 直 2 
つね に だ 定 直線 
A ァ 十 22y 三 0 買 ee (*) 


上 に ある . 血 


[ 注 ] 1" 中 点 M の 軌跡 の 限界 は , ③ が 異な る 2 実数 解 を も つた め の 
条件 か ら も 得 ら れる が , 図形 を 思い 浮 べ れ ば , 直線 (*) の 椿 円 の 内 
部 に ある 部 分 で ある こと は 明らか で ある . 
2* 方 程 式 (*) を 導く だ け な ら , 次 の よう な 解法 も ある . 
[ 別 証 ] 2 交点 を P( ヵ ,。 ヵ み ), Q(zs,。 ) と し , M(zu。 ww) と お く と 
人 OO ③, Azz 十 =B …… ④ 
十 zys 三 2ZM。 十 め 三 29w …… ⑤ 
⑧③-④ よ り A( カ ーzz)( 十 zz) 十 (カー)( み 十 ) 三 0 
⑤ を 代入 し て , 2A( ヵ ヵ ーzs)zw 填 2( カ ムー)w 三 0 
PQ は 傾き の 直線 上 の 点 だ か ら , ムー ぁ 三 2( カ ーzs) を 代入 し て , 
2( ィ ュー zz) ( キ 0) で 割る と , Azu 十 72yw デ 0 
ゆえ に , M は , 定 直線 Az 十 2zy 三 0 上 に ある . 時 
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に 4 に ] 822KSEIAS0532SE22553EEKE2EOKES を CEOS 
点 A(2, 0) を 通る 直線 ?ー%w( ァ ー2) ……… ① が , 椿 円 
2 
2 EEE ② と 異な る 2 点 P,。 Q で 交わ る と き , 
PQ の 中 点 M は , つね に ある 定 椿 円 上 に ある こと を 示せ . 


[アプ ロー チ う 前 問 と 似 て いま す が , 直線 に つい て の 条件 は “傾き = ニー 
定 ” の か わり に , “定点 通過 " と な っ て いま す . 


①, ② よ り ヶ を 消去 し て 
4z“ 十 22*( ァ ー2)/ー4 
(2 十 4)z*ー47 補 十 4(22 一 1) モ 0 ……… ③ 
交点 P。Q の 座標 zp。 z。 は , ③ の 2 解 だ か ら , 


// 
72* 十 4 
M の 座標 を (zu。 ) と お け ば , 

2 十 zo 272* 


yp 十 7o 三 


2 22" 十 4 
pe 
この 変形 に 気 づ 臣  . 届 (人) を 時 が が” zw 
くに は , 若干 の の 2 4 (2 十 4)7 2 十 4 2 
修業 ? が 必要 . ゆえ に , 点 M は 。 つね に だ 定 椿 円 
EE = YE 7 
3)+( 計 ・ Ge-0+ 季 ニュ 
上 に ある . 岬 


[ 注 ] 1” 前 問 B.714 と 同様 , 軌跡 の 限界 は , 椿 円 
⑨② の 内 部 に ある 条件 で 与え られる. よっ て , M の 軌 


2 ャ う 
跡 は 椿 円 弧 (amn なこ 1 か つ 1 で あ 
る . 


2* 権 円 @ の 代り に 円 y? オ = テ 1 ……… ⑨②′ で 考 
えた と き , 弦 PQ' の 中 点 M' の 軌跡 が OA を 直径 
と する 円 弧 に な る こと は , OM'A=90" と いう 条 
件 か ら す ぐ わ か る . し た が っ て , 権 円 ② は , 円 ② を 
ヶ 軸 方 向 に 2 倍 に 伸ばし た も の な の で , M の 軌跡 
は ,。 M' の 描く 円 弧 を ヶ 軸 方 向 に 2 倍 に 伸ばし た 椿 
円 弧 と な る . 
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B. フ 1B 
点 A( 一 6 0) を 中 心 と する 半径 ヵ の 円 G。 の 内 部 に , 点 
B(2, 0) を 中 心 と する 半径 ヵ の 円 が あり , 2 キ 0 と する . 
円 C。 に 内 接し , 円 に 外 接する 円 どの 中 心 P の 軌跡 を 求 
に の 叶 


[アプ ロー チ > 2 円 の 内 接 ・ 外 接 条件 は … 


了 還 P(z, め の , 円 と の 半径 を と ヶ と お く と , 円 と が 
円 C。 に 内 接する た め の 条 件 より , 


AP ニテ カー ケ … (z 十 の 7 十 の テ (6 一 クー ee ① 
また , 円 と が 円 C」 に 外 接する た め の 条 件 より , 
BP ニ = クオ ヶ … ( ァ ー の " 十 の =( カ 十 7)7ー……… の ②) 
中 iii 
Wa の 852 2(2% 十 れ ) ③ 
で ある か ら , を ① に 代入 し て ヶ を 消去 すれ ば , 
ア “ が 
Fn 放す の 
2 4 


と な る . また , ヶ >0 で ある べき こと か ら , ③ よ り 

4gy ぐ 7 ゲー OL ⑤ 
で ある べき だ が , 円 C」 が 円 C。 の 内 部 に あっ た こと 
か ら , 22 く 一 で ある か ら , 権 円 ②④ 上 の 点 は , す 
べ て ⑤ を 満た す . よっ て , 点 P の 軌跡 は , ④① で 表 さ 
れる 椿 円 で ある . 


研究 上 の よう な 解析 幾何 (analytic geometry) 的 な 解法 の ほか に , 
次 の よう な 総合 幾何 (Synthetic geometry) 的 解法 も ある . 
別 解 | 円 C。 と 円 C と の 接点 を Q, 円 号 と 円 ど と と の 接点 を R と する と 


5 の ① 
BP= テ BR RP= モ カキ テー (の 4 
AP 十 BP テ れる 二 テー 定 POOL ③ 


で ある か ら , 動 点 P は , 2 定点 A, B を 焦点 と し ,% 十 , を 長 軸 の 長 
さと する 権 円 上 に ある . 

逆 に , この 椿 円 上 に 任意 に 点 P を と る と ③' が 成り 立つ か ら , 適当 な 
正 の 数 > を 用 いて ①', ⑨′ の よう に 表せ る . いい か えれ ば , P を 中 心 と 
し て 半径 ヶ の 円 を 描く と , この 円 は C。 に 内 接し 避 に 外 接する . 

よっ て , P の 軌跡 は , 上 で 求め た 椿 円 で ある . 
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2 
本 円 写す 電 = コ RE ① の 互い に 垂直 な 接線 の 交点 


P の 軌跡 し を 求め よ . 


[アプ ロー チ > 点 (2, 2) を 通る 接線 を 考え て み ま し ょ う . 
点 P(z。 2 が ん 上 に ある た め の 必 要 十 分 条 


件 は , 
“P か ら , 椿 円 に , 互い に 垂直 な 2 本 の 接線 が 
りら の (*) 
こと で ある 。 


1 の 三幸 2 の 記 き 

図 を 想い 浮か べ る こと に より , (*) を 2 テキ 6 
ii ) oe キ 土 2 の と き 

P か ら ひ いた 接線 は 〉 軸 に 平行 で な い ぃ ので, 


ヶ 22( ァ ー の ) 土 OK の ②) 
と お ける . 
① と ② が 接する の は , を ① へ 代入 し て を 消去 
し た と の 2 次 方 程 式 
(ZZ77 十 の)z2ー2277(70Z 一 の ) ァ 
+ の 〆((2g 一 の ゲー =0 ……… ③ 


が 重 解 を も つと き , つま り 
(判別 式 )/4 ニ 7 人 Cg 一 
ー の (27 十 6){(zZ 一 の *ー 9 テテ 0 
(〆ー の )% 十 2g8 十 (ゲー の = モ 0 ……… ④ 
の と き で ある . この 2 次 方 程 式 の 2 解 が P か ら 析 円 
に ひい た 接線 の 傾き で ある の で , 
y パ 上 ーーg 十 7 (*) を ④ が , 72 デー1 で ある 2 実数 解 7721。 7722 


2 
ーー 
一 2ー を 王 中 
で つう 〆 十 プー の 十 の か つ g キ 土 Z 


と な る . 

以上 i)。 ii) より , 求め る ん は, 
円 マデ 十 ゲ デー の 十 ゲ 

で ある . 
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B. プ 1 晶 


析 円 宮 練 1 (Z>5>0) の 長 軸 の 両端 を A( の 0) 


A( 一 る, 0) と し , 直線 > ヶ = ニ バー2 く 7<6, 7 キ 0) が この 円 
と 交わ る 点 を P, P' と する . 2 直線 AP と AP' の 交点 R の 
0 の 


[アブ プ ローチ P, P' は ヶ z 軸 に 関し て 対称 で すね . 


8 上 BA の 座標 は , ( ヵ 65 ( ヵ ーs) と お け 
る の で , 直線 AP, AP' の 方 程 式 は 94 


ター あみ (WP, 9 デー (em の 
と な り , これ ら を 連立 する こと に より , 点 R の 


座標 ( ヶ 。 ヶ ) は 
= DO ①, ッ ー- 53 の! 


7 


ss Ao 
と ア ③, ゞ ア ④ 
と 同値 で あり , 4 s の 変 域 は 
の 2 
訪 + 二 1。 一 4 く 7 ぐ 2。 7 キ 0 
と いう 条件 で 与え られ る の で , ③, ④ を これ ら 1 
に 代入 すれ ば , 
2 2 
富 の sー1, e く 全く る キキ 0 
アァ <? が" 
に っ OPC ⑤, ァ > キ 土 2 
が る 
よっ て , 交点 R の 軌跡 は 。 双曲線 6⑤ か ら , 2 
点 ( 土 0) を 除い た も の で ある . 


[ 注 ] 7 一 士 の と き ,。 つま り P=P'ーA また は A'" の と き は , 2 直 
線 AP と AP' の 交点 は A ま た は A' で ある と 拡張 解釈 を すれ ば , 2 
点 ( 主 6 0) を 除く 必要 は な く な る . 
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点 A(1, 0) を 通り 傾き の 
り 傾き zz の 直線 を ヵ と する . 
(1) 7。 2 が , 27202 デー4 を 満足 し な が ら 変化 する と 
き , 4 の 交点 P の 描く 軌跡 を 求め よ . 
(2) is 三 1 の と き は どう か . 


[アプ ローチ > 2 直線 , の 交点 と は , ん 4, 6 の 方 程 式 を と も に 満た す 
(z。 7 の) の こと で す 。 


2 直線 4。 。 の 交点 を P(z, 2) と お く 


と 1 ヶ 三 2( ァ ー1) ① 
) ヶ 三 2( 十 1) 。 。  ……tit… ② 
が 成り 立つ . 


7722 キ 0 の と き は , 交点 P は x 軸 上 に な い , 
つま り ,。 2 キ 0 で ある の で 
ァ ー1 キ 0 か つ 十 1 キ 0 
で ある と 考え て よい 。 したがって, ①, ② は 


ai た 85 ①? 2 ニー ゴゴ 0 (の 4 
と 変形 され る . 
(1) ①, ⑨⑰ を 
2722 デー4 tt ③ 
①, ②, ③ を と も に 区 に 代入 し て , wa。 Zs を 消去 する と, 
満た す 7 が ヵ , 22 が 存 2 3 了 ce 
在 す る よう な ヶ , ヶ ァ *ー 1 9 4 に 


の 条件 が 点 P の 軌跡 と な る の で , 求め る 交点 P の 軌跡 は , 
を 与え る . Pe 


棒 円 4 か ら 2 点 ( 土 1, 0) を 除い た 
も の で ある 。. 
(2) ①,⑨⑳ を 2 王 1 ……… ④ に 代入 し 


①②, ⑳ を と も に て 。 2 を 消去 する と 。 
満た す 7 7 が 存 2 
在 す る よう な ヶ , ヶ の 2 放っ こ の 0 が か つみ 六 中 
の 条件 を 求め て いる . と な る の で , 点 P の 軌跡 は 。 
双曲線 y?ー ゲ ー1 か ら 2 点 ( 土 1 0) を 除い 


た も の と な る . 
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> アロ ーーーーーーーー 一 js 
(1) 2 直線 7: 2z 十 テ 0, % : の Zー6 み テ 0 (2>0。 ヵ >0) 
に 至る 距離 の 積 が 一 定 値 7 だ (4 キ 0) で ある 点 P の 軌跡 は , 
7, zz を 漆 近 線 と する 2 本 の 共役 な 双曲線 で ある . これ を 
証明 せよ . 


(2) 方 程 式 (* ヶ ー ヵ )(z 二 832)=Y20 ……… ③① 
の 表す 図形 は 何 か . 


8 2 2 
新 近 線 を 共有 する ち 一 告 =1 と 吉 ー 旋 =1 を 共役 
な 双曲線 と いい ます . 
(1) 点 P(Z。 の か ら 


| 
/ に 至る 距離 み ー1 飲 填 | 
7 
|2z 一 | 
に 至る 距離 の 。=~ 補 二 1 
人 
と な る の で 
の ・ の ーー ル ん 
2。2 2.2 
ーー チン 
ドーーー】 


9 加 M/ 
AZ+9 AZ+9 ~「 
の 2 


し た が っ て , 点 P は , ゅ 一 土 革 > すなわち /。 
を 洒 近 線 と する 2 本 の 共役 な 双曲線 を 描く . 血 


( 2 ) 与え られ た 方 程 式 や は 


二 IoESy ! ) 全 し 
7 7 | ② 


(一 の (Z 土 8 の >0 0 itmhtht ③ 
と 同値 で ある . 
⑨② は , 点 (Z, ヶ ) か ら 2 直線 
7 : ァ ー タ ー0。 722 : y 十 3 ヶ 三 0 
へ の 距離 の 積 が 1 に 等 し いこ と を 意味 する . 
し た が っ て , ① が 表す 図形 は , 7。 7 を 瀬 近 線 と 
する 共役 な 双曲線 の ③ を 満た す 方 で ある . 
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PSk 
(2) 7z 十 Y ヵ テ 1 の 表す 図形 は 放物線 の 一 部 で ある こと 
を 示せ . 


[アプ ロー チ > (1) は , 放物線 の 定義 に 戻れ ば 簡単 で し ょ う . 


( 1) P(z, 2) が A と / か ら 等 距離 に ある た 
め の 条 件 は 


(がり - 紀 
で ある . これ は , 両辺 を 平方 し た 式 


ここ AN KO 
(< ぅ ) +(y ぁ ) = 2 
と 同値 で ある の で , これ を 整理 し て , 求め る 方 程 式 


"上 ゲー2 ァ gー2 ァ ー2 ヵ 1ー0 。  ……… ① 
を 得る . 
(200400e0 WT 1 12 の 
(1 アァ )* la ③ 
実数 A,、B に つ ES に ニン 層 tennis ④ 
YA=B ーー 本 で あり , ⑧③ を 計算 する 0 
B=0 
2 ァ デニ 1 二 ァ ーy COOOCCO (《M 
と な る 。 さら に 
二 2 0 上 ミ 53325o 
あま 内 (1+ ァ ー9) ⑤ 
1 キー タク を 0 mm ⑥ 


で あり , ⑤ を 計算 する と , ① が 得 ら れる の で ,。② が 
表す 図形 は , 放物線 の の , か つ ⑥ と いう 条件 で 制 
限 さ れ た 部 分 で ある . 血 


[ 注 ] Y ァ + ヵ =1 で 表 さ れる 図形 の 概 形 は , 左 
図 の よう に な る . 放物線 ① の 準 線 と 焦点 の 距離 に 注 
目 す れ ば ① は , 放物線 >*ー ソ 2 7 を 移動 し た も の で 
ある は ず で ある . の 


9 ヵ 
45* 回 転 す る と 。? テ - あ ラテ 時 SS の (は 
知ら れ て いる . 
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右 図 の よう に ヶ 軸 上 に 中 心 を 94 


も ゃ もち, 放物線 ゲーZz (2>0) に 0 

頂点 0 以外 の 点 で 内 接し , か つ < 

互い に 外 接する 2 円 が ある . こ 0 罰 
れ ら 2 円 の 半径 ヵ , ヵ の 差 は Z SA 


で ある こと を 証明 せよ . 


[アプ ロー チ > 放物線 と 円 の 方 程 式 を 連立 きせ 。 4 


ヶ を 消去 し ます . 
点 (zu 0) を 中 心 と する 半径 h の 円 
(あの 2 を 。 や 6W 
が , 放物線 ゲー …… ② 
と 図 の よう に 原点 以外 の 点 で 接する の は , ①, 
② か ら ヶ ? を 消去 し た ヶ の 2 次 方 程 式 
アメ パ ー(2 ァ ュー の ァ 十 アー カー0 ァ >0 で な い と, 
が 正 の 重 解 を も つと き で ある . < ② を 満た す ヶ の 
よっ て , その 条件 は , 実数 値 が 2 つ 出 
(2 RED ⑳ ご か 0y 
重 解 =(2ー2/2>0 0 mr ④ 才 以下 の 議論 に は 
で あり , を 整理 する と, 不 必要 と な る . 
ー44 十 の 十 42 三 0 CC つ O つ LA GA 
と な る . 同様 に , 点 (zz, 0) を 中 心 と する 半径 7 ヵ の 
円 が , 放物線 ② と 接する た め の 条 件 は 。 2 
ー42zz 十 ダ 十 422 デ 0 mt ⑤ 和 0 
図 の よう に 接 す 
902 YC で WOe0o る た め の 条件 と 
4g(zz 一 名) 一 4( あ ター)( カ 十 ) モ 0 ……… ⑥ な ぇ . 


と な る が 。 2 円 が 外 接する こと か ら , 
?sz 一 性 十 75 キ 0 
で ある の で , ⑥ の 両辺 を 4( ぁ 一 ヵ j) で 割り , 
2 デー カカ を 得る . 岬 


[ 注 ] ①, ② が 接する 条件 ③ は , 原点 で 接する 場合 
に は 通用 し な い . た と えば , デム カー の /3 の と き は , 
①, ② は 原点 で 接する が , 判別 式 =Z/9 キ 0. 一 方 , 
ーー6/3。 カーg/273 と する と , 判別 式 三 0 だ が , 
①, ② は 共有 点 す らち も た な い . 
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B. フ 8 一 一 一 
原点 を 通る 傾き 7 の 直線 / が , 2 直線 7% :* 二 ヵ ヶ ー4 テ 0。 2 : ヶ ー ヵ ー4 三 0 と 
交わ る 点 を それ ぞ れ A, B と し , 線 分 AB の 中 点 を P と する . 
(1) P を 媒介 変数 7 を 用 いて 表せ . 
(2) P は どん な 曲線 上 に ある か . 


[アプ ロー チ > (2) は , 7 を 消去 し て z, ヶ の 式 に 直し まし ょ う . 
(1) 7 を 表す 方 程 式 は 。 ? 王 な で ある か ら , / と 娘 の 交点 A 
42 いて . 
は , 連立 方式 | 388 
十 み 一 4 三 0 


4 4 
ぁ と 
(し と な る . 同様 < B(+ー, +ー ィ ) で ある の で P の 座標 
2 gb 4 
ピー 51 2 ュー デ 
1 


に ED し 0 
に ご 3 の 1 だ やう 人 る 。 


4 47 
Pe の 


( 2 ) ァ ー ニ ーー より (1 一 の )= テ 4 


ァ / ニ ーッ ァ ー4 
ァ キ 0 で ある か ら mt ① 
また ,。 点 P は / 上 の 点 で ある か ら , ヶ テ 女 を 満た す , > キ 0 より 
OO 
7 5 ② 
ka 7 二 
② を ① に 代入 し て (= ー 
ァ /ー ァ *( ァ ー4) 
みき 0 店 妙 "ーッ ァ *ー4 ァ 
( ァ ー2)*ー/ー4 
ラ 2 め 
(30 90 。 | 千 3 の N リ っ So の ③ 


よっ て ,。 点 P は ③ で 表 さ れる 双曲線 上 に ある . 
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B. フ ら 4 


円 C: ァ ダ 十 テ 9Z と 円 C: (222)7 寺 22 他 〆 が ある 。C/ が C に 接し な が 
ら 滑 る こと な く 反 時 計 回 り に 1 周 し て 元 の 位置 に 戻る も の と する . この と き , 
円 C* の 中 心 と 原点 を 結ぶ 線 分 の > 軸 の 正方 向 と し なす 角 を の と し て , 円 C" 上 の 
定点 A(3Z。 0) の 描く 曲線 の 方 程 式 を , 媒介 変数 9 を 用 いて 表せ . 


[アプ ロー チ > C の 中 心 を O。 C と C の 接点 を T と し ,A の は じ め の 位置 を A。 と する と , 
の 52 の 問 K 寺 の (GSVSYG。 Ao 由 人 AG 


睡 備 円 じ に に お いて , Ao 下 ニ 329, 円 C に お いて AO エー と 弧 の 長 さき = ニ 7 の 
お く と , ATーgg で ある か ら o= ニ 39 と 表 さ れる 。. 
よっ て , OO'A と 軸 の 正方 身 と の な す 角 は , 
の 一 w 三 の 一 39 ニ ー29 で ある か ら 
OA=(Zcos( 一 2 の , Zsin( 一 2 の )) 
三 (Zcos 29。 一 sin29) 
また OO'= ニ (2Zcos の, 2gsin の ) 
で ある か ら 
O0A=O0+OA 
三 (22cos の 十 2cos 2 の , 22sin 9 一 sin 2 の ) 
SG AA(2 の ) と 8623 と 
1 メー2gcos の 十 ocos2 の 


gー2ogsin の 一 sin2 の 


職 冠 この 曲線 の こと を , 内 サイ クロ イド と いう . 
また , 円 C の 外側 に 円 C を か いた と き に 得 ら れる 曲線 を , 外 サ イク ロイ ド と いう . 
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B. フ ら 5 


点 (5。 の が 原点 を 中 心 と する 半径 1 の 円 周 上 を 動く と き , 
ァ ーs 十 7 寺 s7。 2 デ s 十 7 で 表 さ れる 点 (>。 2 の ) 
ァ ーs ゲ ーー だ, 24s7 で 表 さ れる 点 (z。? め ) 


いろ いろ な 曲線 


の えがく 図形 を それ ぞ れ 求め ,。 zz 平面 上 に 図示 せ よ . 


[アプ ロー チ > 媒介 変数 を 直接 消去 する こと は で きま せん . そこ で まず , 媒介 変数 を ひと つ 
に 減ら すこ と か ら 始 め ま す . 


三角 関数 の 合成 区 


倍角 の 公式 共 


点 (5。 の は ,。 円 y デ 十 ア ー1 上 の 点 な の で , s 三 cos の , 
7 王 sim の (0 ミ の <2Z) と 表す こと が で きる . 
( 1 ) ヶ 三 cos 9 十 sin の 。 ァ ーーcos の sin の 9 と 表す こと が で きる の 
で , の 1 十 2( ァ ー9) 
( ヶ 十 1)* 三 2( 十 1) 


どろ 1G5 ッ ーcos sin 9 ニ ソ 5 sin( 9+) と 変形 で き , 


0 ミ の < く 2z で ある こと か ら , 9 
求め る 図形 は , 右 図 の よう な 放 72 に サン 2 
物 線 の 一 部 に な る . 


(?) ァ ーcos^ の 一 sin* の cos 2 の 

ヶ 三 2・2cos 9sin 9 王 2sin2 の 9 …… が ゲー4(1 一 cos?29) 
で ある か ら , ゲー4(1 一 > う ), 

2 

すなわち 2 
また , 0 ミ 2 の <4z7 より 
ー1 ミ ァ ミ 1 で ある か ら , 求 
め る 図形 は , 右 図 の よう な 
椿 円 に な る . 


s 填 どー1 と いう 条件 を 用 いて , s, 7 を 消去 し て も も ちろ ん か まわ な い . その 場合 , 
(1) の 変 域 に は 注意 し な けれ ば な ら な い . s 十 7 一 ?。 s7 王 マー より, s, 7 は 2 次 方 程 式 ダ * 
ー2 ダ 二 ( ァ ー ヵ ) テ 0 の 2 つの 実数 解 で も る の で , その 判別 式 が 0 以上 と な る 条件 か ら 変 域 


を 導く . 


$7 B 篇 (演習 問題 ) 37Z 


に イニ に 
2 2 
(2022000 計 EE ① 


上 の 任意 の 点 を P と する . この と き , 1 つの 焦点 F(2e, 0) か ら P へ 向かう 動 径 
OP の , 軸 か ら の 回 転 角 を 9 と し ,F か ら P に 至る 距離 を ヶ と お く と, 


ケー ニュ エー テー (< : 定数 ) ( 柄 円 の 極 方 程 式 ) 
が 成り 立つ こと を 示せ . 


[アプ ロー チ > 点 P の 座標 を ,。 ヶ , の を 用 いて 表し ます . 


P(z。 ヶ ) と お く と , ヶ , の の 定義 より , 

間 P 

ッ ー ィ Sin の 
また 。 ge ニーソ ゲー より , ゲー の (1 一 @) で ある . 
これ ら を , ① 式 に 代入 し 整理 する と , 

(1 一 efcos* の 7? 十 22e(1 一 @)・cos の 7 ケー の (1 一 e@ の 7“ー0 
{1 二 ecos の ァ ーg の 1 一 @)】(1ーecos の ァ 7 填 2(1 一 @)} テ 0 
g>0。 0 く e く 1 に 注意 し て , ヶ >0 の 方 を と る と , 

6 g(1 一 @?) 
1 十 ecos の 
ここ と で, (1 一 @?) は 定数 な の で 。 c と お く と 


の 


7ー 1 十 ecos の 


椿 円 の 定義 に 戻っ て 考え れ ば , も っ と 簡単 に 求め る こと も で きま す . 


PE 十 PF" 三 22 
Bs PF" 三 22 一 PF 
と ころ で , P(2e 十 ヶ cos の , ヶ sin の ) で ある こと か ら , PF ニケ ァ , 
PF'ー( ァ cos 9 十 22e)" 十 ( ヶ sin の "ニー ソ ァ " 十 4Zez cos の 十 4g?e* 
よっ て ,。 これ ら を PF“ー テ (22 一 PE)* に 代入 し , 7 に つい て 解く と , 
ay g(1 一 @?) 
1 十 ecos の 


が 得 ら れる . 
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日 . ノビ フ 
極 方 程 式 ヶ (2 十 cos の ) ニ 2 で 表 さ れる 図形 を , 直交 座標 の 方 程 式 に な お し て 
答え よ 。 


| アプ ロー チ > ァ ニ ーッ ァ cos の , ニケ ヶ sin の で 直交 座標 に お きか えま す . その と き , ァ 7“ーy” 十 2? 
で ある こと と を 忘れ な いで 下さ い 。 


ヶ (2 十 cos の 2 より 2 ヶ 十 ヶ cos 2 
ここ で 。 ァ テ ケ ァ cos の 9 で ある か ら , 2 ヶ 十 2 と お ける 。. 
2 ケー クー と 
両辺 を 2 乗 し て , 47“ー4 一 4 ヶ 十 >“* 
7“ー ァ * 十 9” を 代入 し て 
4(z? 上 の 4 一 4z 十 y* 
3z“ 十 4 十 47 デ ー4 


2 
い "9 2 千 9 


両辺 を 


0 ェ 生 生得 用) 際 半 Seoho: (*) 


よっ て , 求め る 曲線 は , (*) で 表 さ れる 権 円 で ある . 


研究 方 程 式 (*) は , 極 を 原点 に , 始 線 を ヶ 軸 の 正 の 部 分 に と っ た と き の , 直交 座標 の 方 
程 式 で す が , 前 問 の 椿 円 の 極 方 程 式 


= (る 
7 1 十 ecos の 3 
に あて は まる の で , 椿 円 を 表し て いる こと が わか り ま す . 
2 ザイ 
衝 円 の 標準 形 写生 1 と 対比 する と (gz> ヵ >0) 


と 訪 
e 三 2 c 三 2(1 一 @?) 
で すか ら , が 一 今 。 ゲー が 導 か れ 。 極 を 焦点 (ge。 0) ニ ( 全 。 0) と し 。 始 線 を > き 今 の 
ヶ 軸 と 考え る と 。- 二 アデ + ユ ゲー1 と 表 さ れる 析 円 と な り ま す . これ は 。(*) を ァ 軸 方 向 に 


ー に 平行 移動 し た と き に 得 ら れる 方 程 式 で す 
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B. プ フ ら 8 


2 2 
栓 円 写 十 あ 一 1 上 の 点 P に 対し , 点 Q を , POQ 王 90" と な る よう に この 
檜 円 上 に と る 。 この と き 。, 
1 1 


OP*「 oOG* 
は 一 定 で ある こと を 示せ . 


[アプ ロー チ > 極座標 を 用 いて 解け ば , 簡単 で す . 


OP= テ ァ , OP が > 軸 の 正方 身 と な す 角 を の と する と ,。 点 P の 
座標 は , (cos の, ヶ sin の ) と 表 さ れる . これ を 和 円 の 方 程 式 に 代入 
2695 
72cos2 の 9 、77simn7 の 
の が 


1 cos* の , sin* の 


1 


NG アァ テー の * | 陀 

また , ン ン POQ=90" より , OQ= テ ァ ′ と すれ ば , 点 Q の 極座標 は る Q の 極座標 を (/* 

(/。 の 9 十 90") と な り , 同様 に し て 9907) と と っ て 
剖 誠 cos*(9 十 907) , sinX(9 填 907 も 結果 は 同じ に な 
3 押 ど り ま す . 


と な る . ここ で , cos(9 填 907) テ ーsin 9, sin( の 9 填 90?) 三 cos の 
で ある こと か ら , 
1 ーSin* の 」 cos" の 


/2 の の" の * 
2 | 証人 
従って, Op TO リッ 
2 // し の テー フ の 2 // 
DI つり 


oe 
ーー 定 ) 帳 


32 の 0  $7 いろ いろ な 曲線 


B. フ ビ ヨ 


間 開 92 letoe209362200RM。 / WW398con 「- こつ ① 
の " の * り 


上 の 任意 の 点 を P と する . この と き , 1 つの 焦点 F(2e,。 0) か ら P へ 向かう 動 径 
FP の , > 軸 か ら の 回 転 角 を 9 と し , F か ら P に 至る 距離 を / ァ と する と, 


ーー 6 
_ 土 1 十 ecos の (C: ある 定数 ) 


が 成り 立つ こと を 示せ . 


ア 


[アフ ロー チ つ > B.726 と 同様 に 考え まし ょ う . 


点 P(。 め ) と お く と , ヶ , の の 定義 より 
9A 1 
ヶ ー ケ Sin の 
また , ge ニ Y の 十 より , = の (@*ー1) で ある . 
これ ら を ① 式 に 代入 し て 整理 する と, 
(efcos* 9 一 1)7? 十 22e(e*ー1)(cos の 7 十 〆(e*ー1)* 王 0 
{(ecos 9+1) ヶ 十 <(e*ー1)(ecos 9 一 1) ヶ 十 2(eー1)) テ 0 
Bko 6 


_ 。 @@ー1) 
土 1 十 ecos の 


ここ で , 一 @(@〆ー1) は 定数 な の で 。 これ を C と お く と 
(NON 
土 1 十 ecos の 


アー 


ア 


[ 注 ] 双 曲 線 の 左 半分 が 


ーー 
1 十 ecos の , 
右 半 分 が 
II ここ 
ー1 十 ecos の 


で 表 さ れる (C は 共通 )、 
これ も , 椿 円 と 同様 , 定義 に 従っ て 導く 方 法 も ある が , その 計算 は 権 円 に 委ね る こ 


と に する . 椿 円 と 双曲線 の 極 方 程 式 は , 形 の 上 で は 同じ , ヶ テ と な る . 


2 
1 十 ecos の 
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BB. 30 : 
極 方 程 式 ヶ (1 十 2cos の)3 で 表 さ れる 図形 を , 直交 座標 の 方 程 式 に 直 
答え よ . 


[アプ ロー チ > 解き 方 は , B.727 の 椿 円 の 場合 と 同じ で す . 


7(1 圭 2cos の ) 三 3 より , ヶ 十 2 ヶ cos の 王 3 
ここ と で , ァ ティ ァ cos 9 で ある か ら , ヶ 十 2Zー3 
クモ 3-2 タ 0 ht ① 
両辺 を 2 乗 し て , 7*ー9 一 12z 十 4z? 

2 王 y? 二 9? を 代入 し て 
ッ ? 二 7“ー9 一 12 十 4?* 
3z*ー12 ァ ー/ デ テー9 
3(zー2ー の ー3 
両辺 を 3 で 割っ て 


よっ て , 求め る 曲線 は , ② で 表 さ れる 双曲線 の うち の 左側 で ある . 


研 冠 これ も , 前 問 の 極 方 程 式 で 考え る と , 
(8 
ゲーTTeces9 ( ・ 義 D 
に お いて , e>1 の 場合 で 双曲線 を 表し て いる こと が わか り ま す . 
2 ャ イ 
双曲線 の 標準 形 入 下 1 と 対比 する と (2>0, 5>0) 
Met (の 


4 


ら 6 三 
で すか ら 。, 2ー ア 3 , g 三 1 が 得 ら れ , 極 を 焦点 (一 ge 0) ニ (一 2, 0) 還 吉 夫 始 線 を ヶ 軸 の 
2 
ー2 の 部 分 と 考え た と き , アー 全 1 と 表 さ れる 双曲線 の 左 半分 と な り ます . 


922 


eos 
次 元 と は 何 か 


座標 空間 の 中 で 直線 や 曲線 の 上 の 点 を 表す に は (z(7, 
9( の , s( の ) の よう に 1 個 の パラ メタ 7 が 必要 で す . また 平面 
や 曲面 の 上 の 点 を 表す に は (z(s,。 の, z(s,。 の , <(s。 の) の よ 
うに 2 個 の パラ メタ s, 7 が 必要 で す . 曲線 は 1 次 元 , 曲面 は 
2 次 元 と いう 具合 に パラ メタ の 数 の こと を 次 元 と いい ます . 
また 例え ば 平面 は gz 十 十 cc 王 の と いう 形 の 1 個 の 方 程 式 
で 表 さ れ , 直線 は 2 平面 の 交 線 と し て 2 個 の 方 程 式 で 表 さ れ 
ます か ら , 

空間 の 次 元 (一 3) 一 方 程 式 の 数 三 図形 の 次 元 
2 半 XKGIOIVUNG NN う 

し か し 次 の よう な こと も 考え られ ます . いま 1cm の 線 分 
の 重き を 1g としま しょ う . する と Lcm の 線 分 の 重き は L 
g で す . また 1 辺 が 1 cm で ある 正方 形 の 重き を 1g と すれ 
ば , 1 辺 が L cm で ある 正方 形 の 重き は LYg で す . この よう 
に 長 さ の 単位 で 測っ た 図形 の 大 き さ (1 辺 の 長 さ や 直径 な 
ど ) を L cm, 重 さ の 単位 で 測っ た 図形 の 大 き さ を Mg と し 
MS 

M= ニ 定数 XL" …… ① 
が 成り 立つ と きこ の 図形 は 7 次元 で ちあ る と いう の で す . 

さて 次 の よう な 穴あけ パン チ の 極限 と し て 得 ら れる 図形 は 
2 次 元 と いう に は スカ スカ で 1 次 元 と いう に は 太り すぎ で す . 
この 図形 は “ 1 辺 の 長き ” を 3 倍 に する と “重き さき "は 8 倍 に な 
り ま すか ら , (1) に 合わ せる と 次 元 ⑦ は log8/1og 3=1.892…… 
と いう こと に な り ま す . 非 整数 次 元 を 持つ 図形 …… 神 秘 的 で 
すね . 
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回 キー*・ ワ ー ド (A 基 礎 理論 篇 ) 


ー| 行列 の 定義 > | 行列 の 成分 | 


| っ | 娘 Xp 型 玉 正方 行列 


横 ベ クト ル ・ 縦 ベク トル 


行列 の 相 等 


し >| 列 ベ クト ル ・ 行 ベク トル | 


| 行列 の 加法 虹 零 行列 


ー4(4 は 行列 ) 


| 行列 の 実数 倍 


行列 の 積 トー で 積 が 定まる 条件 | 


上 


可 換 性 


| 単位 行列 


| 行列 の 多項式 


| 夫 因 子 


L_ | 逆行 列 | * 次 正方 行列 の 逆行 列 の 公式 


| つ | 2 次 行列 の 行列 式 


連立 一 次 方 程 式 と 行列 


Y 
逆行 列 に よる 解法 


マ 


ー | 行列 の 基本 変形 , 消去 法 , 掃き 出し 法 


複素 数 と 行列 
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UL 


すでに 教科 書 で 学ん で いる と 思う が , 行列 の 定義 か ら 始 め よ 


ウ ョ 上 7 た 0 は 
2 人 (6 
: (U 呈 語 =1 り 
9 員 4 5 雇 6 


の よう に , いく つか の 数 を 長方形 状 に 配列 し た も の を 行列 と 
M39 

両 脇 の ( ) は 。 まとまり を よく する た め の も の で ある 。. 

行列 に お いて , 横 の な ら び を 行 と いい , 縦 の な ら び を 列 と 
いみ 。 

た と えば , 上 に あげ た た 行列 に つい て は , 下 の よ うに 3 つの 行 と 
4 つの 列 と が ある . 


一 般 の 行列 に お いて , 行 の 数 が 娘 。 列 の 数 が ヵ で ある と き , そ 

の 行列 は , 
7z 行 ヵ 列 の 行列 、 あ る い は , 妨 X ヵ 型 の 行列 
で ある と いう . 

た と えば , 上 に あげ た 行列 は 3x4 型 の 行列 で ある . 

な お , 行列 を 構成 し て いる 個々 の 数 の こと を , その 行列 の 
成分 と いう . ある 成分 が , 第 ? 行 に 属し , か つ , 第 7 列 に 属し て 
いる と き , すなわち , ちょ うど 第 ? 行 と 第 7 列 と の 交わ り の 位置 
に ある と き , その 成分 の こと を , その 行列 の (4 の 成分 と い 


ウ 局 
た と えば , 上 に あげ た 行列 の (2, 3) 成分 は 一 1 で ある . 
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1” 行列 を 1 つの も の と し て 扱う と き に は , 4, な どの 文字 で 表 
お 語 な 選 0 


0 3 4 
| _/2 -1 4 
< 6 「) 2 沿 に ョ 


9。 9 10 


行列 4 は 3x3 型 の 行列 で あり , 行列 は 2X3 型 の 行列 で あぁ 
る . 


2* 行列 の 外国 名 は , matrix [ 英 ], matrice [ 仏 ]、 Matrix [ 独 ] な ど 
で ある が , これ を 行列 と 訳し た の は , 数 学者 で 最初 に 文化 勲章 を 
受け た 高木 貞治 で ちあ る と され て いる . matrix [ 英 ] は 本 来 , 鋳物 
(いも の ) を つく る と き の 母 型 , すなわち 鋳型 の 意味 で ある . 

行 と 列 は 間違え や すい ぃ . その 記憶 術 と し て , 行 と 列 の “つく り " 
に 横線 。 縦 線 が それ ぞ れ 2 本 ずつ ある の に 注目 する の が 便利 だ と 
いう 説 が ある . 


ノー 
( 剛 | io ヨコ の 並び 外 CO タテ の 並び 


[注意 ] 読者 諸 腹 は 「 行 に は タテ の 並び も ある 」 な ど と 決し て 揚 
げ 足 を と っ て は な ら な い . 
3* 行 の 数 と 列 の 数 と が 一 致す る 行列 を 正方 行列 と いう . 
言い 換え る と , 正方 行列 と は xxZw 型 の 行列 で ある . 7%X7 
型 の 正方 行列 の こと を 7 ヵ 次 正方 行列 と いう . 
高校 で , 実際 に 演算 らし い 演 算 を 行う 行列 は , 主 に 2 次 の 正方 
行列 で ある . 
し た が っ て 高校 で の 行列 の 主役 は , 2, 2, c, の を 数 を 表す 文字 


と 間 ラ 本 
に 語 
なら の 
で 表 さ れる 2※2 型 の 正方 行列 ,) すなわち , 2 次 正方 行列 で あ る . 


4" 行列 の 成分 の こと を , 行列 の 要素 と いう 流儀 も ある が , 高校 
で は 用 いな い 、. 
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A G. 皿 横 ペ クト ル ・ 縦 ベク トル | 


数 学 B で 述べ た こと の 再現 に な る が , 行列 の 立場 か ら 横 ベク ト 
ル ,。 縦 ペ ベク トル を 規定 し な お そう . 

1 つの 行か ら 成 る 行列 を 横 ベ クト ル と いう . すなわち , 横 べ 
クト ル と は , 1Xz 型 の 行列 で ある . ヵ を この 横 ベ クト ル の 次 
75 ま と IM3 う |。 


泥 と を え ほ 。 
(2 1 6 0) は 4 次 元 の 横 ベ クト ル , 
eusi は 2 次 元 の 横 ベ クト ル . 


一 方 , 1 つの 列 か ら 成 る 行列 を 縦 ベ クト ル と いう . す な わ 
ち , 縦 ペ ベク トル と は ,。z7zX1 型 の 行列 の こと で ある . 7 を この 縦 
ベク トル の 次 元 と いう . 


だ と ば, 
2 
I は 4 次 元 の ( ュ ) は 2 次 元 の 
6 / 縦 ペ ベクトル , 1 縦 ベ クト ル . 
0 


行列 4 が 与え を られ た と き , ある 行 , た と えば , 第 7 行 を 取り 出 
せ ば 1 つの 横 ベ クト ル が 得 ら れる . これ を 行列 4 の 番目 の 行 
ベク トル と いう . 

同様 に , 第 7 列 を 取り 出し て 得 ら れる 縦 ペ クト ル を , その 行列 
の 7 番目 の 列 ベ クト ル と いう . 

2X7 型 の 行列 の 行 ベ クト ル は w 個 あり , 列 ベ クト ル は ヶ z 個 
ある . 


人 A 


き ) 行列 の 相 等 』 


2 つの 行列 4, 万 が 等 し いと は , 
「4 と 万 の 型 が 一 致し 。 かつ 。 
対応 する 成分 が それ ぞ れ 等 し い 」 
こと で ある と 定義 する . 
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7 は 5 
2 抹 5 の NN 語 /2。 1 0 
由 りー( 1 隊 < 人 う 2 デ 2。 5 三 1。 c テ 0。 の テ 3 


用 ー ど で な いと き , 4 キ と 書く . 


上 

区 7)( 29 の 了 ll 

3 4 jogz8 22 / 3 二 24 2 人 4 
2" 2 つの 横 ベ クト ル が 等 し い の は , 次 元 が 一 致し , し か も 対応 す 
る 成分 の それ ぞ れ が 等 し いと き で ある . 縦 ペ ベク トル に つい て も 同 
様 で ある . 


AA.⑳ 行列 の 加法 | 


I. 行列 の 和 
2 つの 行列 4, の 和 4 十 太 は , 4 と 万 の 型 が 一 致す る と 
き に の み 定 義 さ れ , その 成分 は 4, 万 の 成分 を 成分 ご ど と に 加 
える こと に よっ て 得 ら れる 。. 


なら は ば: 
_/@ 6 7 @ 旨 
4=(2 2 g=(? ん 
な ら ば 
(6 の に の 20 
4+g=( の 十 / 
で ある . 


70058 ズ B( は 5 
_/ の Ci2 の is < の 」 の 2 の s ) 
し ( C21 C22 C23 ) 只 ( の 1 の 2 の 3 
な ら ば 
_/ cmn 十 悟 」 cs 十 の > 9 
7 タ ( xn 十 の 1 os 十 の > oss 十 の 3 


で ある . 
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この よう な 行列 の 加法 に つい て は , 公式 


4+ 有 =ー ぢ 十 4 (交換 法則 ) 
(4 志 ) 十 = テ 4 十 (万 十 C) (結合 法則 ) 
が 成り 立つ . 


1* 行列 の 和 の 特別 の 場合 と し て 考え る と , 2 つの 縦 ベ クト ル の 和 
は , 両方 の 次 元 が 一 致す る 場合 に の み 定 義 さ れ , 成分 ご と の 和 を 
作る こと に よっ て 縦 ペ ベク トル の 和 が 得 ら れる . 横 ベ クト ル に つい 
て も 同様. 

2* 行列 に つい て も (4+ 万 ) 十 上 = テ 4 二 ( 十 C) の こと を 単に 
4 二 十 C と 書く . 


IL. 零 行列 
成分 が 0 ば か り で ある 行列 を 零 行列 と いう . 霊 行列 は ひと 
書く こと が 多い . 


た と えば , 介 間 は 2X2 型 の 零 行列 (2 次 正方 零 行列 
0 0 0 3 
座 0 間 は 2x3 型 の 堆 行 列 
で ある . 


O を 零 行列 と する と き , O と 同じ 型 の 任意 の 行列 4 に 対し 
移 3 
4 二 O= テ 4, O+4 テ 4 
が 成り 立つ . 


皿 . 行列 の 差 
4, 万 が 同じ 型 の 行列 で ある と き , 成分 ご ど と に 4 の 成分 か ら 
の 成分 を 引い て 得 ら れる 行列 を 4 オー と 書き , 4 から 
を 引い た 差 と いう . 


(の 
/K の 2 良 の 上 の 人 0 
4=(2 MM g=( 久 
な ら ば 
上 当 作 の 語ら | 
4M20 @ 三 9 の MI の 二 7 


ま 光 。 だら 天 ほ 
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( の の 2 の s ) 


店 / 属 6 の 2.| Gis 本 
記 ) の 


C21 C22 C23 


な ら ば 
cmー の 」 ss 一 の 2 の ョ ミー の 
Cc-p=( の Csz 一 の 52 0 
与え られ た 同じ 型 の 行列 4, に 対し て , 
メニ テニ ノ オー を ダ 二 ジテ 4 
が 成り 立つ . 
すなわち , 行列 そ 〒 に つい て の 方 程 式 マオ =4 の 解 は 
ダテ ノー 
で 与え を られ る こと に な る . 
0 を 零 行列 と する と き , 行列 O- 刀 は , 万 の 成分 の 符号 を 
変え て 得 ら れる 行列 に 他 な ら な い . これ を 一 で 表す . 
SGs は > 
の 所 


の | の 3 三 
王 y = 一 ーー 
人 内 0 さら は ー 0 (の 


1" 4ーー4+( 一 ) が 成り 立つ . 

2" オース = の 
4+ 及 二 C=O な ら ば , C=ー(4+) ニ ー4ー 
な ど , 数 の 場合 と 同様 の 計算 が で きる . 


人 . 選 行列 の 実数 人 


ん を 実数 , 4 を 行列 と する と き , 4 を ん 倍 し た 行列 た 4 と は , 
2 の 成分 を すべ て ん 倍 し て 得 ら れる 行列 で ある . た と えば ぱ , 
の ウ ん 2 
一 みえ = 
交 骨 絢 SC 2 
@ の 11 の 2 の 13 > ん 2 ん 21> 5 
ーー シア ーー 
に ( ) dd ( 221 ん 22s 223 


の 21 の 22 の 23 


1” 任意 の 行列 4 に 対し て 
14ー2 (ここ 4 


が 成り 立つ . 
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2" の ひ を 4 と 同じ 型 の 零 行列 と する と き ,。 04 ニ 0 が 成り 立つ . 
3* / を 0 で な じい 実数 と する と き , 行列 4 に 対し て 方 4 の 代り に 


今 と 書く こと も ある . 


4" 縦 ベ クト ル を 行列 の 特別 の 場合 と みて , 縦 ベ クト ル z と 実数 ん 
と に 対し て , z の 倍 zz を 考え れ ば , ベク トル の 実数 倍 の 定義 
に よる ん zz と 一 致す る . 

横 ベ クト ル に つい て も 同様 で ある . 
5* 行列 の 加法 と 実数 合 に つい て は , ベク トル の 加法 と 実数 倍 の 場 
合 と 同様 に , 次 の 公式 が 成り 立つ . 
(ze の 4= テ az(84) 
(z 寺 の 4= テ eg4 十 84 
e(4 エ ぢ ) テ go4 十 ど 
と こ で , e, / は 任意 の 実数 で 。 4, 万 は 同じ 型 の 行列 で ある . 


RUE 


TI . 横 ベ クト ル と 縦 ベ クト ル と の 積 
横 ベ クト ルズ と 縦 ペ ベク トル T と の 積 メ ヤ が 考え られ る の は , 
双 。 巴 の 次 元 が 一 致す る 場合 で ある . そう し て , た と えば 


41 
2 (mi 語 222 の 05 ダテ | 


93 
に つい て は , 積 ダ は 
ダダ アー ティカ i 十 7 の 5 十 ys の 8 
に よっ て 定義 きれ る . すなわち , 同じ 次 元 の 横 ベ クト ル と 縦 ベ 
クト ル と の 積 は 対応 する 成分 どう し の 積 の 和 と し て 得 ら れ 
る 実数 で ある . 


5 0 
アー14。 ダグ テ 0 


3 6 
T メニ (0 1 2) y-(*) の と る と 。 


で ある . 


$8 A 篇 (基礎 理論 ) 397 


TU. 2 次 正方 行列 どう し の 積 
2 つの 2x2 型 の 行列 


上 / の の 放 /4G MO 

4=( 級 ! g=( 剛 
の 積 4 お は や は り 2X※2 型 の 行列 で あり , 
_/@ 十 の の 7 十 6 の 
45=( エル | 


と 定義 され る . 


1” た し か に , 上 の 定義 は な じみ に くい .① の 成分 の つく り 方 で , 
念 を お す と 


48 の Q, 1 成分 =(? の (?) 
[4 の 1 番目 の 行 ベ スク トル] と 
[の 1 番目 の 列 ベ クト ル ] と の 積 


4 の (1, 2) 成分 三 ( 2 め の ( ) 

= テ [4 の 1 番目 の 行 ベ クト ル ] と 

[ の 2 番目 の 列 ベ クト ル ] と の 積 
で ある . 


(2,1) 成分 , (2, 2) 成分 に つい て は 読者 に まかせ よう . 


2” 2 次 正方 行列 全体 の 集合 は , 和 , 差 , お よび 積 に 関し て 閉じ て ぃ 
る . すなわち , た と えば , 2 次 正方 行列 の 全体 の 集合 を 4 と 書く 
(5 

4 と 7 の, 4 一 4+ 万 6, オー ジ /7。 4 と 4 
で ある 。. 


皿 . 一 般 の 行列 の 積 
一 応 。 一 般 の 場合 に つい て 行列 の 積 の 定義 を 記し て お く . 
行列 4, の 積 4 お と は , 
4 の (7 成分 =[4 の 番目 の 行 ベ クト ル ] と 
[ ぢ の 7 番目 の 列 ベ さ ク トル] と の 積 


と な っ て いる よう な 行列 で ある . 
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4 の 行 ベ クト ル の 次 元 と ぢ の 列 ベ クト ル の 次 元 と が 一 致す 
る と き に 限り 前 頁 の ② の 右辺 が 意味 を も ち , この と き に の み 
積 4 ぢ が 定め られ る . すなわち , 


| 行列 4 が /X 型 で 。 が wXZ 型 の と き , 
積 ヲ が 定義 され / メ ァ 型 の 行列 と な る . 


行列 の 積 が 定まる 条件 


1" 7/。 2。 2 の うち に 4 以上 の も の が 含ま れ て いる 場合 の 7/X 
型 行列 と 妨 Xz 型 行列 と の 積 に つい て は , 高校 で は 扱わ な いこ 
と に な っ て いる . し か し , 定義 の 確認 の た め に 次 の 例 を 確か め る 


こと を すす め る 。. 


AL 生生 の 人 


この 節 で は , 2X2 型 の 行列 に 限っ て , 行列 の 乗法 に つい て の 
考察 を 進め る . 2X2 型 の 行列 全体 を / で 表す . 


I. 乗法 の 公式 
用, C を 2。 に 属す る 任意 の 行列 と する と き , ふつ う の 
掛 算 と 同様 に 
(4) ど = テ 4(C)= テ 47C 結合 法則 
用 (お 寺 C) テ 4 十 4C き 
(4 声 ) ど = テ 4C 十 C 2 
が 成り 立つ . 
これ ら は 。 成分 を 書い て みれ ば 証明 で きる . 
注意 すべ きこ と は , 乗法 に お ける 因数 の 順序 で ある . す な 
わ ち , ふつ う の 数 の 掛 算 と は 異な り , 
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4 と 4 と は 一 般 に は 等 し く な い (4 ぢ キ p4). 
そこ で , 特に , 

4p=4 が 成り 立つ と き , 4, 万 は 可 換 で ある 
と いう . 


で , 4 キ 4 で ある . 
2” 44 を 4” と 書く . さら に 。 
6ー | 


Z 個 


で ある . 

4747ー4777 ( 久 。 z は 自然 数 ) が 成り 立つ . 

な お , 4” は , 次 に 説明 する 単位 行列 と 約束 する の が 一 般 的 
で ある . こう する と , や 2 が 0 の と きも , 上 の 等 式 が 成り 立 
2 


4=( 1) な ら 4=( =4 


これ か ら , 
43 ニ 424= ニ 4 ルー4*ー4, 
一 般 に , 247ー4 。 で ある 。 
3* 2 次 正方 行列 4 を 与え て , 4" を 求め させ る 問題 は , 受験 数 学 
に お いて エス カレ ー ト 気味 で ある . 
イド SS。 この 種 の 問題 例 は eo B.806, B.811 


ル . 単位 行列 
正方 行列 で 。 左上 の すみ か ら 右 下 の す み に い た る 対角線 上 

の 成分 が すべ て 1 で , その 他 の 成分 が すべ て 0 で ある 行列 を 
単位 行列 と いう . た と えば ぱ , 
(: ) は 2 次 の 1 6 0 as 次 の 

0 1/ 単位 行列 。 | 。 。 」/ 単位 行列 
単位 行列 を 克 , また は 7 で 表す . 

4 を 任意 の 6 に 属す る 行列 , 万 を 2 次 の 単位 行列 と する 
と , 
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用 アール 4 テ 4 
が 成立 する . すなわち , は 行列 の 乗法 に 関す る 単位 元 で ある . 


1 単位 行列 を 表す 文字 と し て 7 を 用 いる の は identity matrix 
[ 英 ] 三 恒 等 行 列 か ら 来 て いる . 万 を 用 いる の は Einheit [ 独 ]= 単 
位 元 に も と づい て いる . 

[ 例 ] 4 は 任意 の 2 次 正方 行列 。 万 は 2 次 の 単位 行列 で ある と 

する と き , 等 式 
( 古 4)( ど ー4) ニ アー 42 
が 成り 立つ . 


臣 . 行列 の 多項式 
2 を 2 次 正方 行列 と し , 万 を 2 次 の 単位 行列 と する . こ 
の と き , 実数 係数 の > の 多項式 
ア ( ァ ) テ 2oy7 十 の ター リキ …… 十 の コン 十 の 
に 対し て , > に 4 を 代入 し た (4) と は , 
P(4)=247 十 47 ブ キ …… 十 z コ 4 十 友 
で 定義 され る 行列 の こと で ある . 


IV. 零 因子 
行列 の 場合 に は , 4 キ O, ぢ キ O で あっ て も , 4 ぢ = の と な 
る とこ と が ある .。 た と えば 


(| 
4= が =( 。 ?) 
と お け ば 
目 (C0 AUNNS ON 
4g=(。 oo 5 た (6 o) 
に な る 。 


用 キ 0O, ど キ ひ で あっ て 4 ジーO の と き , 4, 万 を 肘 因子 
IA つう 


V. 行列 の 積 と 実数 倍 と の 関係 
4, 太 が / 罰 に ぞ く し , ん が 実数 な ら ば , 
(た 44) ぢ = テ 4( ぢ )= テ (4) 
が 成り 立つ . 


A 皮 6 1 


IO 
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I. 行列 の 演算 の 基本 公式 
行列 の 演算 の 公式 で 今 ま で に 現われ た も の の うち , 大 切な 
も の を まとめ て お こう 


: 和 , 差 , 実数 倍 に 

| つい て の 性 質 

| [4, 太 ,C は 同じ 型 
| の 任意 の 行列 で , の 
/ は 任意 の 実数 ] 


: 積 に つい て の 性 質 
: [4, お , C は 行列 , 
の 。 / は 実数 ] 


示す 。 
: 1) 4 二 0= テ 4 2) 4ー4= テ 0 
| 3) の 4 テー4  ④⑭ 04= の 
| 5) 40 が 存在 すれ ば 40=O 
「 04 が 存在 すれ ば 04=O 
1) 4 ュー 474 2) 4 タキ カー 4747 
に 3) 0 学 戸 
| 4) 4 が 存在 すれ ば 4=4 


志士 4 

(4 志 ) 十 C= テ 4 十 ( 太 十 C) 
(z9 の 4=e(84) 
e(4 十 )= ニ g4 十 g ぢ 


(4)C=4( ぢ C) 
(z4)(85)=(28)4 ぢ 
4( 二 C) テ 4 十 4C 
(4 志 ) ど =4C 二 ぢ C 


4 が 存在 すれ ば 万 4 テス 4 


行列 の 演算 の 公式 の まとめ 


これ ら の 等 式 は 左右 両辺 の 一 方 が 意味 を 
も て ば , 他方 も 意味 を も っ て 等 し いこ と を : 


零 行 列 の 性 質 
: [4 は 1) 4) で は 0 
| と 同じ 型 の 任意 の 行列 ] 


: 累乗 と 単位 行列 

| [4 は 1)~3) で は 正 
1 方 行列 . %。 は 正 
| 整数 ] 


(ニニ ニニ ニニ ニニ ニニ ニ ーー マ ーー ご こ ペ ーー ニーー こ ーーー ニーーーー ニ ーー ニニ ーーー ご ーー ニニ ニニ ーー ニー ニー っ 
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エ . ケー リー・ ハ ミル トン の 定理 


21 pe 
4=( 2 0 に 対し て 
ター(2 填 の 4 十 (2Zーpc) デ の りー ……… (*) 
が 成り 立つ . 


た だ し , は 単位 行列 。 O は 零 行列 で ある . 


1 成分 を 計算 する こと に より , (*) を 確か め る こと が で きる 。. 
( pm B.804) 


公 . 回 逆行 列 


I. 逆行 列 の 定義 
7 代え は 
明 作 1 -3 
4=(j ェ ) に 対し て , メー( 。 0 
と お け ば , 
4 メー メダ 4ー ア (は 単位 行列 ) 
が 成り 立つ この よう に , 与え られ た 正方 行列 4 に 対し て 
有三 の トー リル 
を 満た す (4 と 同じ 次 数 の ) 正方 行列 そ を 4 の 逆行 列 と いい , 
4 で 表す . 


2 ハー の | 逆行 列 の 定義 と 記号 


正方 行列 4 の 逆行 列 は 存在 する と は 限ら な い が , 存在 する 
場合 に は 1 つ だ け で ある . 


| 4 の 逆行 列 は 4 で ある . 
: すなわち 。 1 逆行 列 の 逆行 列 


(| 
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則 4=( 間 な ら , 4 て (1 で 


の = : 提 に は 。4-! が な い . 


字 


り 昌 で あっ た と し て , 44~ー 万 の 成分 を 書 


実際 , 4ー( 
いて みる と 


(」 衣 還 較 9 (1 則 
壮 員 AN22 の の 2 に 2 語 の ロ 民 の 0 還 軸 
これ が 成立 する た め に は , 
〆 十 z 三 1。 ァ 十 z 三 0。 十 2 三 0。 yy 十 gー1 
これ ら 4 つの 等 式 を 満た す 数 >, 2, z。 2 は 存在 し な い . 
3 2 次 正方 行列 4 に 対し , 4~' を 表す 公式 に つい て は I で 述べ る . 
3 次 以上 の 正方 行列 の 逆行 列 を 与え る 公式 は 高校 で は 扱わ な い . 
4* 行列 4 に お いて 逆行 列 4~~ が 存在 する と き , 4 は 正則 な 行 
列 で ある と いう 習慣 で あっ た が , 最近 で は 4 は 可逆 な 
(invertible) 行列 で ある と いう こと も ある 。. 


UI. 2 次 正方 行列 の 逆行 列 の 公記 
2X2 型 の 行列 の 逆行 列 の 存在 の 条件 ,。 お よび その 具体 的 な 
形 に つい て は , 次 の 定理 が 成り 立つ . 


の 
に RSESIGS き 3 

1) イキ 0 な ら ば 

=( の 2 

4 グーc の 

2) = テ 0 な ら ば 4~!「 は 存在 し な い . 


逆行 列 の 存在 条件 と 逆行 列 の 具体 形 
1” 証明 に つい て は eS B.804 


の 4={ 1 3 な ら ほ ブー4.3-5(-1)=17 
Sh 1 
ーー() i 選 請 '!/ 
TDN PIN 


iM 請 に 
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4=( 1 なら 2=34-(-9(-9=0 


よっ て , 4 は 存在 し な い . 


3” イキ 0 の と き の 4 の 具体 形 を 書き 表す 上 の 公式 は , 記憶 で き 
る な ら そ れ に こし た こと は な い . 公式 を 忘れ て も , 4 が 数 値 的 に 
与え られ た と き , 


4=( ? 才 と お いて 


ama=/2 ひ の Wz か (は 間 
42 選 0 間 人 1 
か ら ヶ , 》,。 2%。 の を 解い て 4 を 求め る 能力 も 大 切 で ある . 


4* 大 学 に 入っ て か ら 学 ぶ 数 学 の 立場 か らい えば , 上 の は 行列 4 
の 行列 式 (determinant) と よ ば れ , det4 と 書か れる 量 で ある . 


2 : 2 次 行列 
[ 義 ! 4=( 2 2 ) の fm 束 det4 は | の 行列 式 
det4= テ 29ー7c 
前 頁 の 定理 に よれ ば , 正方 行列 4 に つい て 。, 
[定理 ] “4~ が 存在 する AO 
e 飼 4 の 行列 式 det4 キ 0”" …… 区 在 条件 


じつは , 3 次 以上 の 正方 行列 4 に 対し て も, 行列 4 の 行列 式 と 
いう も の を 考え る こと が で き て 。 やはり, 上 の 凛 が 成立 する の で 
ある が , 高校 で は 扱わ な い . 


ーー テー つこ どー こつ っ ーー ーーー フフ ーー ーー ニー ニー ここ ここ ーー つつ ーー 


5 | [定理 ] 4, お の 逆行 列 4 ぢ が 存在 すれ ば ,: 生 列 の 
(48)-' も 存在 し て RS 
(4g) エ ニー どす 4ー 
で ある . 
実際 。 アー4,。 S= ニ 4" 
と お け ば 


7S=(4)( ぢ "4 つづ)=4(g(8!4-)) ニ 4((Bg 4 
=4(4)=44~"ー と 
同様 に S ア = 。 … S= ア 7" 
隆 覆 一 般 に は (4)“" キ 4 で ある 。 
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2 1 


公 思 .1@ 複素 数 と 行 


単位 行列 セー( 。 」 ) と 行列 7ー(  。) を 用 いて 


25+ ゲ ー( 時 (2 6 は 定数 ) 


と 表 さ れる 行列 の 全体 々 に つい て 考え て みよ う . 
7 に 属す る 2 つの 行列 4 ニ Z/ 十 の , どーc/ 十 @/ に 対し て 
和 , 差 4 土 = ニ (2 土 c) 戸 十 (2 土 の / 
も に 属す る . また , / ゲ ーー, / 太 万 / ニ / が 成り 立つ (計算 で 
確か め て みよ ) か ら 
4 ぢ =(2/ 十 7 の 7)(c な 二 の )= テ (2c 一 07) 万 十 (2Z 十 5c)/ 
4=(cP 十 の)(2 ど 十 の )= テ (2c 一 62) 十 (2Z 十 6c)/ 
と な り , 可 換 な 積 4 ロー ぢ 4 も 友 に 属す る . 
また,。 "一 c な ー の / と お く と ,。 万 ー/ ぽ お =(c7 十 22) 戸 と な 
る の で 。 万 キ の ひ つま り ,。cー〆ー0 で は な いと き 。 ワ "が 存在 し 


ーー キア ター コキ の ター キワ 
が だ に 属す る こと が わか る . よっ て 
商 4"ー(25+ の )( コ モカ セタ ーー と ) 
_ gc 十 6Z ーg49 十 7c 
ー co* 十 の * の FT の 7 
も や は り , に 属す る . 
ここ に 示さ れ た 4 土 。 4, 4 の 計算 は / デ を 一 と 軒 
き 換 える 点 で , 〆 を 一 1 と 置き 換え て 実行 され る 複素 数 の 計算 , 
すなわち g テ 4 十 5。 2 デ c 十 の に 対す る 公式 : 
和 , 差 o 土 8 ニ (Z 土 c) 十 (2 土 )? 
積 @9 王 (2c 一 6 の ) 十 (27 十 7)7 
@ _ gc 十 67 一 4 の 十 の c . 


7 に 


0 2 の FT の RE 
の 計算 と 全く 平行 で ある . 


複素 数 z ニ ァ +97 に 対し て , 刀 の 行列 5+gー( 
を 対応 させ る 写像 を / と する . すなわち , 
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7 の =zg+ サ ー( "7) と する と 。 に より ー つ の 複素 数 
対し , の 行列 お が もれなく, か つ , 一 つ ず つ 対 応 す る こと に な 
2 
さら に 。 上 に 示し た 通り , 
(の =7( の 7(@) 
ア 7(g8)= テ パ (@)7 パ (8) 


7( 訪 = の 7 の 3] 
が 成り 立つ ,、 すなわち の 構造 は “四則 演算 " も 含め て 複素 数 
の それ を 正確 に 反映 し て いる . 


ror oo 


2*" 複素 数 平面 上 で , 複素 数 = ァ 十 gz に 対し て zz は , 0 を 中 心 と 
し て る < を 90" 回 転 し た 点 を 表す が , 座標 平面 上 で 


7( ” )=( 「* ) を 位置 ベク トル に も つ 点 は 。 原点 を 中 心 と し て , 
K/ ウロ 
(z, 2) を 90" 回 転 し た 点 で ある . 


) で ぁ ぁ . 


AS. 1 1 連 1 交 方 竹生 


I. 連立 1 炊 方 程 式 の 行列 に よる 表現 
, 2 を 未知 数 と する 2 元 連 立 1 次 方 程 式 


(AR 9 
を 考え る . 
ここ で , スニ ( ^ ッ ル デー(?) =(7) Es< と 。 
連立 方 程 式 び は 
4 デア デー ニア aa (@) 


と 簡単 に 表す こと が で きる 。 
同様 に 。 >。 ヶ 。 る を 未知 数 と する 3 元 連 立 1 次 方 程 式 
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の ア 十 み / 十 呈 々 ー カ 
gz ア 十 の y 十 <ー の つつ ③ 
gs 十 8 十 os 々 デア 


の の の カ 
(GNUPiG6 4 三 62 のみ ま の ニ = 7/ 語 | 月 アー の 
の 6 の と ゲ 
と お く と , は や は り 
PIG の 症 請 還 二 ド IE ④ 


と 表す こと が で きる . 


1” 上 の ②, を それ ぞ れ 連立 方 程 式 , ③ の 行列 に よる 表現 と ぃ 
い ,。 い ずれ の 場合 に も 4 を その 係数 行列 と 呼ぶ . 
連立 方 程 式 ①, ③ を 解く と は , 4, が 与え られ た と し て , 
②, ④ を みた す 未 知 ベ クト ル 叉 を 求め る こと に 他 な ら な い . 


IT. 逆行 列 に よる 解法 
| 連立 1 次 方 程 式 4 ダー ア の 解 は 係数 行列 | 行列 に よ 
4 が 逆行 列 4" を も つ な ら ば , 、 る 衣 の 表示 
ニ 4-! ぢ 1 


区 コー ニー ニー こ eeeー き マー= ニ ニニ ニニ ニー コ ら ー ュ マニ ニニ ニニ ニニ ロニ マニ ここ ミュ ーー ニニ コニー ュー ニョ = ニー ニー 


1” この 事実 を 証明 する . 
4 ダー ニア の 両辺 に 左 か ら 4-! を か ける と , 
4ー!(4) ニ 4ー! ぢ 
と な る が , 左辺 は 結合 法則 に より 
(4 区 ) 三 (4 王 戸 区 三 天 
と な る か ら , 
の お 
が 導 か れる . 
逆 に 。 4 ダー ア の 左辺 に ダー4-* ア を 代入 する と , 
4(4-!)=(44- り どー/ ア どー ア ど 
と な り , 確か に 方 程 式 が 成り 立つ . 
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2" 2 元 連 立方 程 式 ① の お いて , 係数 行列 4=( ^ ” ) が 遂行 
4ー* を も つ 条 件 は , det 4 テニ 2 の ー 5c キ 0 で ある か ら , この 条件 の 
も と で , ① の 解 は 


デー オア つま り に に ここ 29 


で ある . 
3 元 連 立 1 次 方 程 式 ③ に お いて は 。, 係数 行列 4 の 逆 行列 4~" 
が 存在 し て も , 具体 的 に 4~ を 求め る 計算 は 楽 で は な い の で , 普 
通 は , 以下 で 述べ る 消去 法 や 掃き 出し 法 で 解く こと に な る . 
3 連立 方 程 式 ①, いずれ に お いて も , 係数 行列 4 の 逆行 列 4~ 
が 存在 すれ ば , 解 は ダー4-~' た だ 1 つ で ある . 
一 方 , 4-! が 存在 し な いと き に は , 解 が な いか , そう で な けれ 
ば , 無数 に ある か の いずれ か で ある . (og B.812) 


例 と し て 
| 2 ァ ー3 ヶ 3 | 2 ァ ー3 ヵ 1 
ー4 ァ 十 6 ヶ 0 ー4Z 十 6 テー 2 


を あげ る と , 左 の 連立 方 程 式 の 解 は な い が , 右 の 連立 方 程 式 は 無 
数 の 解 > ニ 37 十 2, ヶ 三 27 十 1 (7 は 任意 の 実数 ) を も つ 。 
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SI 


LE ラロ 


まず , 3 元 連立 1 次 方 程 式 


み ー2 の 32 三 15 1| oo ① 
(1) 3z 十 24z2=76 。 …" の 

7 ウシ ーー バツ ウム 証 証 二 55zsaae ③ 
を 同値 性 に 留意 し て 解い て いこ う . 

ァ ー2z 十 3z 三 15 0 …… ① 
(II) | ゅ -xe: 7y 十 15 デ 831 …… ④ 

22 ンー 人 証 証 証 zssoo ③ 


の かー クル 9 三 05 還 還 記 且 5P72 で < ① 
信二 5z 考 生 「| = ④ 
⑨-①x2: 7 ンー | し ⑤ 


| か デジ ク /:hGZーUD 靖 還 | 引 22 ① 


(IV) 75cl52 三 81 |:… ④ 
⑥x 信 の 失 和 220 リリ | @ 

アー クギ 9> 三 15m | | II …… ① 

() 上 22=4 1 リト | @ 
7 ヶ 十 15z デ 31 の …… ④ 

ァ ー22 十 3z 三 156 。 0 …… ① 

(VD ーー 還 庫 記 認 Coco ⑥ 
⑨-⑥X? 2 に ニ B90BIIII NO の 
①ー⑦X3 も ルル / 0 > 

(WM/ eps / ーー 人 証 証 証 還 記 C こ っ ⑨ 
シッ ーー) 請 議 請 請 詞 鹿 記 oc の ⑳ 

⑧+⑨X2 導 ーー NII55C ⑩ 

中 4 ーー 隊 05 で cc ⑨ 
ンー ⑦ 
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前 頁 の 計算 に お いて , た と えば (II) の 2 つの 式 ①, ④ か ら , 
④+①X3 に よっ て , ( I ) の ② が 導 か れる か ら , 連立 方 程 式 と し 
て (1 ) と (II) は 同値 で ある . 一 般 に , この よう に , 1 つの 式 に 他 
の 式 の 定数 倍 を 加え て も 同値 な 連立 方 程 式 が 得 ら れる こと が わ 
か る . 

また , ( 軸 ) か ら (IV) の よう に 1 つの 式 に 0 以外 の 定数 を か け 
て も , さら に (IV) か ら (V) の よう に 2 つの 式 の 順序 を 入れ か え 
て も 同値 な 連立 方 程 式 が 得 ら れる . 

前 頁 の 計算 は ,。 >。 ヶ , < の 係数 と 右辺 の 定数 項 だ け に 着目 し 
て , 行列 を 利用 する と ,。 次 の よう に 表す こと が で きる . 


1 計 2 語 り 全員 2 清 還 9 旨 5 
0 13 1 24 76 (II) | 0 人 15 還 3 
2 王 山 呈 12 証 42 2 還 42 
2 語り 当 5 山 還 = の MkO 畑 お 
(mm) | 0 15 31 (IV7 | 0 7 細身 5 計 KS 
0 9 員 請 0 引 の 0 1 2 4 
呈 主 人 還 は 舞 軸 9 山寺 二 295 
(V)′ | 0 語 2 環 4 MI 0 中 2 記 
0 人 53l 0 0 湖山 還 53 

0 

1 


ニク 王 識 り 上 (0 1 0 2 
(D′ | 0 呈 語 0 生 語 2 WD′ [0 0 放 三 め 
0 0 請 還 5 0 0 請 計 | 呈 旋 S 


すなわち , 各行 列 に お いて , 1 つの 行 が 1 つの 方 程 式 を 意味 
し 。 第 1, 2, 3, 4 列 の 成分 が それ ぞ れ ヶ , 》, < の 係数 , 右辺 の 
定数 を 表し て い ぃ る. この 行列 表現 に お いて は , 上 に 述べ た よう な 


| (G) ある 行 の 定数 倍 を 他 の 行 た 加える. | 1 の 基本 秋 形 


| (⑪) ある 行 に 0 で な い 定 数 を か ける . 
| i 2 つの 行 を 入れ 換え る . 


コニー ニー ニー ニニ ーー ニニ ーーーーー ご ニー ニー ニー ニニ ーー ニー ニニ ーー ニー ニー ニー ニー ニー ニーーーー ニ ニー ニー ニニ ーー ここ ご! 


と いう 操作 に 対応 する . これ ら の 操作 を 行列 の 基本 変形 と いう . 
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結局 。 3 元 連立 1 次 方 程 式 を 解く と は , 係数 と 右辺 の 定数 を 成 
分 と する 行列 に 対し て 基本 変形 を くり 返し て , “簡単 な ” 行列 に 
帰着 させ る こと に 他 な ら な い . 

た と えば , A8.11 の 連立 方 程 式 ③ に お いて , 

の 中 1 の 1 計 可 | の 0 中 0 馬 の が 

の 2 の 6% 620 の ⑰ 0 馬 軸 0 記 24 lo ( 支 ) 

の 3 の 5。 の ア 基本 変形 OU 隊 細 8224 

"簡単 な ” 行列 
で ある と き , 解 は ァ ニ が, 2 の, < 王 ァ "と な る . 


1? 連立 方 程 式 (1 ) を 解く の に , (1 ) か ら (II) に お いて は と を 消 
去 し た 2 式 ④, ⑤ を 導き , さら に (VI) で は ヶ を 消去 し て , s の 値 
を 求め て いる . この よう な 解法 を 消去 法 と いう . 

これ に 対応 し て , 行列 表現 の ( 1 )' か ら (I)) に お いて は ,。 第 1 
行 の 定数 倍 を 第 2 行 , 第 3 行 に 加え て , 第 1 列 の (1, 1) 成分 以外 
を 0 と し て いる . また , さら に (VD' か ら (VID' に お いて は , 第 3 
列 の (3, 3) 成分 以外 を 0 と し て いる . この よう に ある 列 の 1 つの 
成分 以外 を 0 と する こと に よっ て , “簡単 ” な 行列 に 変形 する こと 
を 掃き 出し 法 と いう . 


2" すべ て の 連立 方 程 式 の 行列 表現 に お いて , 基本 変形 に よっ て 得 
られ る “簡単 な ” 行列 が (区 ) の 右側 の 形 の 行列 。 つ まり , 左側 の 


030 
Psxwe| り | resremeso 
0 0 1 


左側 の 3 列 が 3 次 単位 行列 に な ら な いき に は , 連立 方 程 式 は , 
解 を 全く も た な いか , また は , 解 を 無数 に も つ 
こと に な る 。 (Sg B.812, B.814) 


ーー 5 RS あいり 條 王 
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B. ロ 1 


< D =(3 3 


と する と き 。,。 次 の 各 項 を 満た す 行 列 ダ 、 YY を 求め よ . 


(1) 2 ダー オニ テ ぢ 
⑦ MG ea 向き ① 


レタ 2 一 6 用 つこ ② 


[アプ ロー チ つ > た と えば (① に お いて デー( ツ ”] と お おき, 2 デー4 の 
成分 を 計算 し た 上 で え を 求め る こと は , も ちろ ん で きま す が ,……. 
(1) 2 メー スニ より 2 メー4+, 
メー テ (4+ お ) 


この 式 の 右辺 に 4, の 具体 形 を 代入 し て 


* っ な (-。 5)(-5 j 


0 als) 


普通 の 数 に つい 多 (2) ①+⑨②x2,⑨②-①x2 を 作っ て 


て の 連立 方 程 式 5 ダー4 二 2, 5 アー ニー24 

| ァ ー22 三 6 

3 ・ エニ エ (4+2 お )。 アニ エ (gー24) 
を 解く の と 同じ . 


これ ら の 式 の 右辺 に 4, 万 の 具体 形 を 代入 し て 


*ー し 6 5 


= き ( 2 二 生 3 1) 
5 \ー6 填 2( 一 2 3 十 2・1 計 


_1/ 7-2.1 4-2・( 一 8)\ 
3 だ 四半 の 8 ) 


Rai 
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B. 0 
4 (6 0 sos 
(4 十 万 )ー4? 十 24 ど 圭太 2 ……… ① 


が 成立 する よう に ァ y, 》 ヶ の 値 を 定め よ . 


| アプ ロー チア まず ,① の 左辺 を 展開 し まし ょ う . ① は いつ で も 成立 す 
る わけ で は あり ませ ん . 


(4 万 )* 王 (4 十 ぢ )(4 十 ぢ ) 
ー4? 十 4 二 4+ 
で ある か ら ① は , 
0 お 三 29 和 4 月 有 1 80 に se の) 
と 同値 で ある . ここ で , 
に 0 
4 ァ > 32 十 24/ 


語 / 3 が 4 み ) 
g4=( Th 2 ァ 十 24 


4 ど = 


で ある か ら , ② は 
二 2 ヶ 十 12 三 47。 
4 ァ ー ァ 十 18, 32 十 24 三 2z 十 24 
と な り , これ ら か ら 
ァ ー6, 4 
を 得る . 
[ 注 ] 行列 4, 及 に お いて 4p=4 が 成立 する と き , 4, 万 は 可 換 
で ある と いう . (mg A8.7) (4 )% ニ 4?+24 ぢ お 志 ? と な る の は , 
A, B が 可 換 の と きだ け で ある . 一 般 に 
ター? ニ (4 十 )(4ー ぢ ) 
422 ニ (4)* 
45 十 842 お 二 34? 十 5 ニ (4 志 )* 
な ども 成立 する と は 限ら な い . 
し か し 単位 行列 玉 は 選 4=ー4 万 を 満た す の で 
42ー ア ーー(4ー ぢ )(4 十 戸 ) 
45 十 342 二 34 十 選 ニ (4 万 )* 
な ど は 成立 する . 
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56 2 と する . この 4 と 可 換 な 2 次 の 正方 行列 。 す 
な わ ち , 4 メー と な る 行列 又は 。 を 単位 行列 , 2 


を 適当 な 数 と し て , メーo 万 十 必 4 と 表 さ れる こと を 示せ . 


メーoz/ 十 224 な ら ば 4 メー ニーダ 4 が 成立 する こと は す 
ぐに わか り ま す が , 4 ダー ニダ 4 を 満た す ダ が op 十 4 の 形 の も の だ 
け か どう か を 調べ な けれ ば な り ま せん . 


ァ =( ? 間 と する と , 


上 /K22227 夫 和 0 
1. こ Ne 39 十 4 ヵ / 
上 ん Ca89/ | 
ジン 2 十 4 の 
で ある か ら , 4 ダテ ダ 4 は 
ァ 十 2zー ァ 十 3 
3 ァ 十 4z 三 Z 十 3 の 
ヶ 十 22 三 2 ァ 十 4 み 
32 ヶ 十 42 三 22z 十 4 み 
テーz 十 の 
2z 三 3 っ 
し 2 
マ 十 zz 三 の 9 一 % 
と 同値 で ある 。 よっ て , 
め 
*-( 還 | 
2 の 
を 2 _ 4 0 
較 3 4 (/ 9 
人 0 
9 の 王寺 6 
z/ 1 「h( 3 。 間 
十 と 一 と デー 
ぐー の ー4 害 。 4 と 。 86 0 請 記 | 
= オタ g と 表せ る か ら , 


と お け ば 昌 メー す %4(? 一 今 を ) ち 


メニ oc な 4 と 表せ る 。 自 
が 成立 する . 5 
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B. ヨロ 4 
5 。 / は = 
4=( く 同 g=( と 前 ニョ 
7 王 g 十 の と する . 次 の 各 項 が 成立 する こと を 示せ . 


) 4 ワニ 万 4 テ ノ 


(1 
(2) 4* 一 相 二 プ ダ = テ O 


(3) 4 キ 0 な ら ば 4 の 逆行 列 4~ が 存在 し , 9 に 等 し い . 
(4) ガ コテ 0 な ら ば 4 は 6 は 逆行 列 を も た な い . 


rs 2 の の 偽 行列 の 積 の 定義 
い ) 4g=( MA ) に も と づい て 実 
_/ 2 の ー の c 0 38 直 に 計算 する の 
=( 0 ーー2 み . 
人 25 三 の 20 の 
g4=(_C 0 明 
還 /220 二 の 6 0 
=( 0 ノー25 
( 2 ) 一 4*= テ (太一 4)4= テ 4 テグ 人 太一 4 オー ど 
42ー4 二 を / テ O 
( 3 ) コキ 0 な ら ば 
(が 6 
メー ニオ (_。 間 
GSK 全 2 
メー ダ 4 ニ = と 
が 成立 する . すなわち 
中 
ーー ぢ RQ= 二 (9 
イ 考 4 ーー 
(4 ) 4 が 存在 する と 仮定 する . フイ =0 だ か ら 
ぢ =(4-!4) お =4 つ (4)= ニ 0 る 45 ニ 2gー の 0 
g 王 の ニーcー の テ 0 … コテ O 


と な り , 4" が 存在 する と いう 仮定 に 反する . 
よっ て 4 は 存在 し な い . 


[ 注 | =2Zーc は 4 の 行列 式 (determinant),。 7 王 2 寺 の は 4 の 跡 
(trace) と 呼ば れ , = テ det 4, 7r4 と 書く . 
( 2 ) は ケー リー・ ハ ミル トン の 定理 で ある . 
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日 . ロ 己 
行列 4=(? 9 と 実数 。 が 


2 メー 選 キ ガ 太 待 の ))。 ① 
を 満た す と き , 次 の ⑪)。G⑬0 の いずれ か が 成立 する こと を 示 
に 
G) スニ ァ / と 表 き れる 。 た だ し は z^ 一 7 圭三 0 の 
実数 解 で ある . 
⑪) 7 一 2 の か つ テー と 


(1) 一 ① は 明らか . ⑬ 一 ⑳ は いわ ゅ る ケー リー 
・ ハ ミル トン の 定理 (B.804 (2))、 問題 は その 逆 を 示す こと で す が , ケ 
ー リ ー・ ハ ミル トン の 定理 を 利用 する と 計算 が 楽に な り ま す . 


ケー リー・ ハ ミル トン の 定理 に より 


4?ー(2+ の 4+(227ーc) な =0 り 0 ……… (の) 
①-②⑨ を 作る と 
(2+9ー の 4ー(29- と 2 どー の 0 …… (6) 


ここ で gg の: と 仮定 する と ③ よ り 
g の ー/c ニ グ を 得る . 
また 。 g 十 の キ : と 仮定 する と ,。③ よ り 
4=eg [ccp っ 2 計 だ 
と 表せ る . 
これ を ① に 代入 する と 
(z*ー7 ァ 十 ) ど テ O 
ァ デ ー ァ ZZ 十 ブ テ 0 
を 得る . 
よっ て ,(i) ま た は (0 の いずれ か が 成立 する 血 


[ 注 ] ① と ② の 係数 を 比較 する と , ⑬⑪ が 出 て 来る よう に 思う が , ① と 
② の 係数 どう し が 等 し いと は 限ら な い . 
た と えば 4 テア に 対す る ケー リー・ ハ ミル トン の 定理 は 
42ー24 十 ど テ の 
で ある が , 4ー は 
24? 万 ニ O 
も 満た す . 
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B.B ロ 量 
2 三 1。 月 いこ らら CO 志 2 お る 、 
(1) >” を z* 十 ァ ー6 で 割っ た 余り を gz 十 の 2 と し て ,。 eg, Z/ 
を 求め よ . 


@⑫) メニ (: ) に 対し メ " を 計算 せよ . 


[アブ ローチ (1) "ーー(z? キ マー6)Q(z) 十 gz 十 と お きま す . 
(2) ダ が X“ 十 ダー6 ア の を 満た すこ と に 注意 し て (1) を 利用 し ます . 


(1) >” を "オー6 で 割っ た 商 を 6 の (), 
余り を gr 十 と お く と , 
ァ 7ー( ァ "キマ ー6)6O(?) 十 gz 博 0 ……… ① 
これ に ァ ー2 お よび ァ ニ テー3 を 代入 し て 
27 三 2g 十 (一 3) ゲ ニー32 十 が 


e= す 2%"ー(-8") 


2- き 63.2" 二 2(ー99 


(2 ) ① の の と ころ に 行列 を 代入 する . る A8.7I 
ベイ ニー( バ オー65)0(2) 邊 Hmw ツ ② 
と こと で 。 ケー リー・ ハ ミル トン の 定理 
メダ ? 十 ー6O 
を 用 いる と 
ダメ "ー ゥ ダメ 十 と 
よっ て (1) の 結果 か ら 
た 人 
+ す 68."+2.(-99| 。 
4・27 十 (3) 4・2? 一 4・( 一 3)7 
5 5 


2 人 (ea 2" 十 4( 一 3)? 
5 5 


[ 注 ] 1" "を 計算 する 別 の 方 法 も ある . (eo 写 B.811) 
2” ② の 成立 を 確か め る こと は ① の 成立 を 確か め る こと と 同じ で 
ある . それ は と が 可 換 だ か ら で あ る mw B.802 [ 注 ]. 
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B. ロフ 


2 次 の 正方 行列 4 ニ (< ウ ) が 25ーO を 満た す な ら 


ば 2 (0422 0 


(その 1 ) ケー リー・ ハ ミル トン の 定理 より 
ー(Z 填 の 4 十 (22ーc) テ 0 0 ……… ① 
が 成立 する の で , この 両辺 に 4* を 左 か ら か ける と 
この 変形 が ん ey 4 パー(2 寺 の 4? 十 (2 の ー 6c)47ー 
4*ー ニ の より , 4* 一 O で ある か ら 
(2 の -ー pc)4*ーO 
2 の 一 の c 王 0 また は 42= ニ 0. 
SSC 
の の の の ーー) の 
丘 あ る だ 束 ⑩⑪ ま り 
メー(2 十 の 4 
と な る の で 
4?ー(2 十 の )4*ー(2 寺 の 74 
し た が っ て 4 の より 
(2+ の 24= テ O 
6 十 の ワー0 また は 4 モテ O. 
(K(G5 
6 十 の =ー0 の と き は , ①, ② よ ょ より 4"= テ 0 
用 ーO の と き は , も ちろ ん 4*=0. 
以上 , いずれ の 場合 も , 結 局 4* 一 O が いえ る . 岬 
(その 2 ) 2 の ー2c キ 0 と 仮定 する と 4~' が 存在 す 
る か ら , 4"ーO の 両辺 に 4~' を 2 回 か ける と , 
47(4"49= テ 4ー(4 ブ の) 
2 に ゴ の / 
g 王 の デ cー の ー0 
と な り , gZー/c キ 0 の 仮定 に 反する . 
よっ て ggー7c 三 0. 以下 (その 1 ) と 同じ . 自 


[ 注 ] 上 で 証明 し た 事実 は , z を 任意 の 自然 数 と し て 
“4? 三 O な ら ば 4 ニーO で ある” 
に 一 般 化 で きる . 
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B.B ロロ 
2 次 の 正方 行列 そ に 対し て て) を 
プ ( え )=( ど ー ズ ダ )( 万 十 3 ダ )-!" (は 単位 行列 ) 
と 定義 むる. た だ し , 双 と し て は ( 選 十 3 ダ )~| が 存在 する よ 
うな も の の み 考 える . この と き 7(7()) ニ ズ を 示せ . 


当 刻 


関数 7(⑦ ニ に 対し て 7 げ ( る )) ニ ァ を 示す こと 
は 簡単 で す . 結局 これ と 同じ こと を する だ け な の で す が ……. 

7 び ( ダ )) を 計算 する た め に , まず , 

どー ア 7( 双 ) と ,( ぢ 十 37( ダ ))“ を 計算 する . 


アー7 ズ )= ニ ター( ど な ー ズ )( 豆 3 ダ ) ュー 志和 に 相当 . 
ー(g8%)( ぢ 8)ー( ぢ ー)( ぢ +8 ダ ーー る 半 半年 計 と 通 
三 {(( 二 8) 一 (と ー ダ ))( 万 十 3 ダ )" 
=4 ダ (3 タダ ① 

戸 十 97() ニ 十 3( ど ー ダ )( 古 3 ダ ) つ 3 亡 に 相当 
ー( 選 十 3 ダ )( 二 3 ダ ) 十 3( ど ー ダ )( 戸 十 3 ダ ) 全土 3z 」 31 一 テ ) 」 肖 分 > 
ニ (( 太 3 ダ ) 二 3( ぢ どー ダ ))( 尽 3 え )-! 3 請 e2 
ー4( 万 十 3 え ) 
ー4( 二 3 ダ )~ 

(+87(%))"ー テ (E+3) 2 ② 

0 の 月 


アプ ( そ ))=( ど ー7( ダ ))( 戸 十 37())“ 
= - 二 (g 二 3)-( ぢ 3) 


ニー 年 


[ 注 | この よう に 通常 の 分 数 式 と 同様 の 計算 を し て よい の だ が , それ 
は と 4 が 可 換 (4 ニー4P/) だ か ら で あ る . 4 ぢ キ 4 の と き , 


"4 キ 4-! だ か ら 。 才 と 書く こと は で き な い . 
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B. コロ 
4=[? 0 ァ =(? ) =(?) 記 必 四 の この 2 り c 


「4 ーー0 か つ キ 0 を 満た す が 存在 する た め の 必 要 
十分 条件 は det 4 テニ 0 で ある 」 こ と を 証明 せよ . 


填 テ 0 
る 9 に つい て の 連立 1 次 方 各 式 | 

cZ 十 の 7/ 三 0 
すなわち 4 ァ ー0 は いつ も ァ テ = テッ ー0 を ひと つの 解 に ちち ます が , 
それ 以外 の 解 が 存在 する か どう か を 問題 に し て いま す . 


1" 「4 ァ ー ニ 0 か つ キ 0 を 満た す z が 
存在 する 一 det 4=0」 
を 証明 する に は , その 対 偶 で ある 
「det 4 キ 0 一 4 ァ = テ 0 か つ * キ 0 を 満た 
す z が 存在 し な い 」 
を 証明 すれ ば よい . 
det4 キ 0 な ら ば 4 の 逆行 列 4~ が 存在 する . 
そこ で , 4 ァ テ 0 に 左 か ら 4 を か け て 
AA2) 生 4230 三 0 …、Z=0 
し た が っ て ,。4 ァ = テ 0 か つ キ 0 と な る デ は あ 
り 得 な い . 
2" 逆 の 証明 
ざ キ 0 な ら な zi) 4 ニ O の 場合 . た と えば 9) は 
ん で も よい . まる の 
用 ァ テ 0 か つ ヶ キ 0 を 満た す . 


2 5 の と 


B.8041) 臣 呈 ) 4 キ 0O の 場合 . g=( _” 


4ー の O で ある か ら , 

の \ >  / 一 の に こ 
ぁ =( 7) ぁ =( 時 lG 人 ァ : 三 0 
4 デニ 0 が 成立 する . 

そし て , 4 キ O の 仮定 より , 」。 z。 の い ず 
れ か 一 方 は 0 で は な い . し た が っ て ,。〆」。 デ > の 
少く と も 一 方 は 。 4 ァ デー テ 0 か つ と キ 0 を 満た 
す 。 自 
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B. 10 
4=( ? ) ァ ー 問 に つい て 。 
G 了 の グ 
4 デー ニル か つ デキ 0 ……… ① 


を 満た す が 存在 する よう な 数 を の こと を 行列 4 の 固有 値 
と いい ,。 ベク トル を その 固有 値 に 対応 する 固有 ペク トル 
と 。 

Se 


0 4=(: 前 の 固有 値 は 2 つ あ る こと を 示し , その 周 


有 値 訪 , と 固有 ベク トル や デア > を 求め よ . 
(2) 次 に , の 1 つ を 第 1 列 。。 の 1 つ を 第 2 列 に も つ 
行列 ア を 作り P-~!4P を 計算 せよ . 


( 1) 4 オ ァ テル > より 


4 ァ ー 契 =0 
(4-) ァ =0 hito ⑨ 
② を 満た す ゞ キ 0 と な る yr ヶ が 存在 する の は 
det(4ーz/) モ 0 mt ⑬ 族 ここ で 前 問 
の と き で ある . B.809 の 定理 を 
当日 和 の 場合 に は 4-=(" 0 NR 
で ある か ら , ③ は ゲー7 十 10=0 
を 三 2。5 
i ) を 王 2 の と き ② よ り 軸 > ルー(() 
ァ 十 2 ヶ テ 0 


レラ 類 が うつ で 。 三 2, ぇ =g( (Z キ 0) 


p esors ey ( イ 99-09 


ァ ー ッ デー0 


ょ っ て , =5。 吉 =(]) (@*0) 


AA 0 3 
qa 
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B. 11 
4=(: に 対し て , アニ ( _ に と る と 
アア ー 層 5) 
と な る 。. 


これ を 利用 し て , 正 の 整数 ヶ に 対し , 4* を 求め よ . 


問題 文 の 前 半 は B.810 で 確か め て あり ます . 


P-!4P=(。 2)B と 5 く と 
スー ニア PBP 
用 7ー( PP)(PgP- り は この る (PgP-) 
ーー 
個 
BS 。 = qa、 moe ① 
3 
6 半 う し 0Cds 全 うり ei @ 


で ある か ら , ①, ② よ り 
6 (が 
(エル >) 


2 が 
9iN BMCED 20-F2c6t 


[ 注 ] 行列 P を うま く 選 ん で 4 アニ 全 9) と いう 形 に で きる と 


き (4 を 対 角 化 で きる と き ), 上 記 の 方 法 を 用 いて 4" を 計算 する こと 
が で きる . し か し , すべ て の 行列 が 対 角 化 で きる と は 限ら な い . 例え 


ば 
雪 /2 主 | 
4=(。 和 

@ 0 は 知り た 
6 衝 と な る よう な 行列 の は 存在 し な い . 


を 計算 する 別 の 方 法 に つい て は , SB.806 


に 対し て p.4P=( 
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B. 1 


6 を 定数 と する . 
、 (2z 一 1) ァ 十 (32 十 1)7? テ Z 
な タ の 連 蘭 1 次 方 程 式 | 」) 」 ら ッッ ーッ 解り 


[アプ ロー チノ 係数 行列 が 逆行 列 を も つ 場 合 と も た な い 場 合 に 分 け て 考え まし ょ う . 


2 が グー] 32 
ーー] 22 下 
det 4 テ (22 一 1)(2Z 二 1) 一 (32 十 1)(2 一 1) テ (2 十 2) 


係数 行列 4=( ! の 行列 式 det 4 は 
で ある 。. 
det 4 キ 0 つま り g キ 0, 一 2 の と き 


47 ト | の 両辺 に 左 か ら 
グ 22 


る A8.111 


ay 1 22 十 1 0 
2 填 2) ハ ー(Z 一 1) 2 一 1 
を か ける と , 解 
_4e 寺 1 
OU 語 9 な 中 1 一 (2r0C2U0、 g 十 2 
Eh 押 0 
g 十 2 
が 得 ら れる . 
g 三 0 の と き 
連立 方式 は | “? と な る か ら 押 数 の 解 [| 
(は 任意 の 実数 ) を も つ . 
g ニ ー2 の と き 


連立 方 程 式 は | 


ー5r 一 5 ニー2 0 
ょ り と な る か ら 


ー3 ァ 一 3 デー4 が か ター 


解 は 存在 し な い . 
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B. 183 
掃き 出し 法 に よっ て , >,。 ヶ , < の 3 元 1 次 連立 方 程 式 
| だ な ター3 


2 ァ ー ヶ 十 ぇ 0 
3 ァ ー2 ヶ 一 2z 三 5 
を 解け . 


拡大 係数 行列 と い 共 係数 と 右辺 の 定数 を 並べ た 行列 


うこ と が ある . ー1 2 1 3 
+( 2 拓 =3 員 0 


ーー テン 
に 対し て , 基本 変形 を 行う 
[2]+[1]X2 は 第 夢 | 2 員 3 王 1 証 2 王寺 
2 行 に 第 1 行 の 2 ムペ ーー 証 中 り ) (03 記 9 細 唐 5 
倍 を 加え る と こ を の 本 3 の 紳 5 [2I+Hlx2 0 4 1] 14 
意味 する . MEMS 
[1]x(-1) は 第 攻 還 王 2 王 敗 馬主 央 0 
1 行 を (一 1) 倍 す 0 1 2 (0 語 | 
る こと を 意味 する . HIX(ー り ie UM NT 6 
[2]x エ [3]+[2]x(-4) 


どら ご F ビ 己 


山 ]+[3]x(-1) 区 1 語 ! 由 00 呈 語 
の 代わ り に 2 しい 1 PIN 4 
8 同じ . Rix(- 人 0 0 1 ー の 大 mx 
これ より 解 は 

マ 三 93。 みり 三 4 < ニー2 


で ある . 


[ 注 ] 途中 の 基本 変形 は , 上 に 示し た 変形 だ け に 限ら ちら れ な い . し か し , 当たり 前 の こと で 
は ある が , 最後 に 得 られ る 行列 の 形 。 言い 換え る と 解 は 一 通り に 定まる . 
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掃き 出し 法 に よっ て , ヶ , ヶ , る の 3 元 連立 1 次 方 程 式 
| ニュ 々 デー5 


8 三 グ キ 2z 三 3 
4 ァ ー7 ヵ 一 < デー21 
の 解 を すべ て 求め よ . 
EE トト トト ーー トー トー ミュ ュ kN ュ NYA トト 
の 9 帆 王 5 
拡大 係数 行列 4= ニ [1 -1 2 3 | を 考え る 。 
2 


W 59 1 胃 6 9 拘 
用 =ー| 1 一 1 2 3 中 2 3 
X 
1 三 221 gl 0 押 王 6 央 =9 二 8 


[3]-[2]x4 
る 右側 の 変形 は , 第 
AU の 本 AE 1 と 1 行 を (1) 倍 し 
較 に tsMNI た あと 第 1 行 と 
[31-h]x3 [っ [2] 第 2 行 を 交換 する 
こと を 意味 する . 
この 結果 は , も と の 連立 方 程 式 が 
和 5 5 計 2 ③① 
し MWh の 


0・ 十 0・ 十 0・z テ 0 
と 同値 で ある こと を 示し て いる . し た が っ て 。 すべ て の 解 は た と え 
ば , ぇ 三 (7 は 任意 の 実数 ) と する と 。①, ⑨ よ り , 

ァ ニ ー5r 十 14。 ニー37 十 11。、 タナ mt ③ 
と 表 さ れる . 


[ 注 ] この 連立 方 程 式 の 解 の 表し 方 は 。③ だ け に 限ら れる わけ で は な い . たとえば, ァ ニ s 
(s は 任意 の 実数 ) と する と , 


ae の 


と 表 さ れる こと に な る . ここ で , 7 が 変化 し た と き の ③ で 表 さ きれ て いる (>,。?, る?) 全体 
と , s が 変化 し た と き の ④ で 表 さ れ て いる (>, 27, <) 全体 は 一 致し て いる こと に 注意 する 
必要 が ある . 
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ァ 。 の,。 < 々 の 3 元 連立 1 次 方 程 式 
選 間 々 ー の 


メー 7 十 2z 三 の 
4 ダー で 
が 解 を も つた め に , る , 2, c の 満た すべ き 条 件 を 求め よ . 


[プロ = チ > B814 と 同じ 係数 行列 で す . 同じ 基本 変形 を 行っ て , 調べ て み ま し ょ う . 


2 碧 王 で) 中 請 // 
拡大 係数 行列 ヶ ( ー1 2 り を 考え る . 
4 一 7 -1 
2 3 帆 請 の 0 一 1 -3 g 一 2 の 
に EE 度 amdt 還 本 ま 計 
[3]-[2]x4 
第 3 行 は 方 程 式 と ァ 
し て 0z 十 0z 十 0z ーー ーー ラテ 0 呈 5 環 23 に 2 の 
ニー36 十 26 十 c [2]- 山 ] W 0 5 一 g 十 3 ヵ | 
を 意味 する . [3]-[1]x3 \O 0 0 -32 二 22 十 c 
1]x(-1) 
これ より , 連立 方 程 式 が 解 を も つた め の 条 件 は 
ー3g 十 2 の 十 c 三 0 
で ある 。. 


2 ー3 1 の 
[ 注 ] 見 方 を 変え る と , 連立 方 程 式 は DE | BDD ① 
4 7 = の 
1 2 ー3 
と 表 さ れる .。 ここ で コリ に 注意 する と , ① は 
ー1 4 ー7 
し 2 2 ー3 2 ー3 
(emem コト 
(の 4 4 4 二 統 


(た だ し , z 十 5z デ 5。 ヶ 十 3z 王 の と な る か ら , 求め た 条件 は , 


の 2 王 ) 
四 が 2 つの ベク トル 四 と 問 の 定数 倍 の 和 で 表 さ れる 条件 で ある と みな す 
@② 4 7 

ODMG:S の 
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由 二 53 ズ ュ 2 3 
4=[ 2 4 5| と する . 世 =| ヵ er-[ > パー | それ ぞ れ を 
iDO る 1 と 33 
未知 数 と する 3 つの 連立 方 程 式 
1 0 0 
2 (ESS53oPo ①, 4 玉 =| 1 に …… (の ) 二 2Xj 三 旧 0 に まこ 《⑥ 
0 0 1 


解く こと に ょ トウ IO の 0 を 求め ょ - 


[アプ ロー チ ツ > 係数 行列 が 同じ で ある こと を 利用 し 。①, ②③, ③ を 同時 に 処理 で きま 


1 0 0 3 
還 間 5 5RSS( 0 に NAMA III Aa 4 
0 0 1 


を 基本 変形 ナ する こと に よっ て 順に 得 ら れる が , これ ら を 同時 に 処理 


9 
する た め に 。 し | 0 
「 0 


つど ビビ OO 


0 
り の 基本 変形 を 考え る . 
1 


放 左 半分 と 右側 第 1 
列 だ け に 着目 する 


1 詳 二 ま 2 本 隊 NONE 才 ] 呈 畑 0 
0 00 王 愉 寺泊 


el = を 8! 9。 0 リ り と ① を 解い て いる 
[3]-h]x3 こと に な る . 右側 
の 第 2 列 , 第 3 列 
GPC aw -。 (計上 big 
「、 ③ を 解い て いる こ 
hi+(Hx2N0 1 88 0 1/ と ea 
提 30 0 "ーー 
ーーー ッ い 0 -1!-2 1 リ り 
画 当 陣 K8N0 計 1 靖 度 0 旧 還 上 3 請 二 9 坦 較 | 
[3]-[2X3 
I 記 09 
ーーーーー い 0 も も 、2 = リ り 
較 K( 二 0N0 馬 語 因 還 00N に SI8 電 三 
[3]x(-1 
1 
【 
0 
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最後 に 得 ら れ た 行列 の 右 半分 の 第 1、 2, 3 列 が それ ぞ れ , , 
芝 。 鞍 と な る か ら , 


1 ー3 2 
区 三 | --8 」。 玩 三 | 38 |, 充 三 | =1 
2 ー1 0 


で ある . 
行列 の 積 の 定義 か ら 
( 芋 芝 先 は ァ 4( 売 電 )=(4 系 4 応 45 福 ) の | ④ 


第 1, 2, 3 列 が そ で あり , 巧 , 芝 。 世 は 。①, ⑨④, ③ を みた すか ら , 結果 と し て 


れ ぞ れ 芝 5, 1 0 0 
。』 で ある 行列 を (3 5 -[' i り |-* 
表す . 0 0 1 


が 成り 立つ 。 これ より , 
1 9 2 
4 スー655 . 芝 2 過 | 8? 、 3 = 
で ある 。. 
[ 注 ] 1" 成分 が 具体 的 に 数 値 で 与え られ た 3 次 正方 行列 に お いて , 逆行 列 は 上 に 示し た 
方 法 で 求め る こと が で きる . 一 般 に , z 次 正方 行列 で も 同様 で ある . 


つま り , 3 次 正方 行列 4 と 3 次 単位 行列 を 並べ た 行列 (4 : 万 ) を 作り , 
(4 ! ぢ ) ( ど :) 


本 変形 
と 変形 で きる と き , 最後 に 得 ら れ た 行列 の 右 半分 ど ぢ が 4 の 逆行 列 4~` に 等 し い . 
また , 基本 変形 に よっ て , (4 : ぢ ) の 左 半分 を 単位 行列 に 変形 で き な い と き に は , 4 の 
遂 行列 は 存在 し な い . 


2* 解答 中 の ④ 式 が 成り 立つ こと を , 成分 計算 に よっ て 確か め よ . 

この 性 質 か ら , B.810 に お いて P~!4 ア が 対 角 行 列 に な る こと も 説明 で きる . 
4 るー2 反 。 4 あー5 る で ある か ら , アー(。 あ ) と お く と 

本 隊 に 時 に (02 2 結 0 

4 アテ 4(7」 あぁ) テ (4z」 4z) テ (27」 5z) 三 (xr る (。 ーー 。 

2 0) 


と な る 。. 
和 9 


が 成り 立つ この あと , 辺 々 に 左 か ら ア ~ を か ける と , "4P=[ 


う 26? 
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コン ピュ ー タ に 仕事 を させ る に は , コン ピュ ー タ に 仕事 の 手 
順 を 指示 する 命令 書 を 書か な けれ ば な ら な い . これ が いわ ゆる 
プロ グラ ム で ある . プロ グラ ム は , コン ピュ ー タ が それ を “ 理 
解 で きる た め に , ある 一 定 の 様式 文法 に 従っ て 書か れ な けれ 
ば な ら な い . コン ピュ ー タ を 自在 に 操っ て , 欲し いと 思う デー タ 

思い 通り に 得る こと が で きる た め に は , この よう な プロ グラ 
ム を 作る こと = ニプロ グラ ミン グ に 習熟 する こと が 不可 欠 で ある . 
し か し , 「 思 い 通 り に 」 の 規準 を 緩め て , 得 ら れる 計算 や 処理 の 
結果 が ある 程度 の 規格 品 で も 良い 。 と 考え る と , (初心 者 に ) 難し 
い プ ログ ラミ ング の 手間 を か けず に , 電卓 の よう な 気軽 さ で コ 
ンピュータ を 活用 で きる 。. 

本 シリ ー ズ で は , すでに 数 学 A, 数 学 B で , BASIC と いう 言 
語 を 利用 し た プロ グラ ミン グ の 基本 を 解説 し て いる の で , 本 書 
で は , や や 違っ た アプ ロー チ を 紹介 し よう 。 家計 簿 の よう な 会 計 
処理 で 有名 な 表 計 算 ソ フト (いわ ゆる スプ レッ ド ・ シ ー ト spread 
sheet) と 。 グ ラフ を 描く た め の 専 用 ソフ ト , その 他 で ある 。 

表 計 算 ソ フト に つい て は , マイ クロ ソフ ト 社 の MS-WORKS 
を 利用 し て いる . これ は , 低 価格 な が ら , 表 計 算 機能 の ほか に , 
いわ ゆる ワー プロ , デー タベース , 通信 の 諸 機能 を 統合 し た も の 
で , 最近 販売 され て いる PC に は , 初め か ら 標 準 添付 され て いる 
こと が 多い か ら で あ る . 以下 で 紹介 する 具体 例 は , MS- 
WORKS 以外 の , より 高 機能 な (そして, 一 般 に より 高価 で , し 
ば し ば より “重い”) 表 計 算 ソ フト の 上 で も , その まま , ある い は 
わずか な 修正 で 稼動 する は ず で ある . 

グラ フ 作 成 に つい て は , 有名 な フリ ー ウ ェ ア GNUPLOT を 
紹介 する . これ は , R.Stallmann の 主宰 する Free Software 
Foundation の GNU project の 精神 に 基 い て 公開 され て いる も 
の で , unix か ら DOS, MS-WINDOWS 上 に も 移植 きれ て いる . 
[ 注 ] MS-WORKS, MS-WINDOWS は , Microsoft 社 の 登録 

商標 で す . 
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I. 表 計 算 ソ フト の 基本 

表 計 算 ソ フト は , ベク トル や 行列 の よう に 並ん だ 数 値 デ ー 
タ に 対す る 細か く 燃 雑 な 計算 を 行ない , その 結果 を 表示 する , 
と いう 機能 を も つ . 

お の お の の 数 値 は , セル (cell テ 細胞 ) と 呼ば れる 枠 の 中 に 
格納 され , その 値 は , それ を 格納 し た セル の 縦 。 横 の 位置 ( 番 
地 と 呼ば れる ) で 参照 され る . た と えば , 下図 の 一 番 左 の 例 
(“"A 列 ”) の 13 行 目 の セル に 格納 され た 値 一 ここ で は ,。 下 表 
に 示さ れる よう に 10 一 一 は 。 A13 と いう 変数 名 で 参照 で き 
る . 


A 列 13 行 の セル の 値 を 示す 
し ノン セル に は 文字 も 入る 


お の お の の マス 目 を セル と いう 
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これ に に 対し, セル に は , 数 式 も 入れ る こと が で きる . 下図 
で ,。 たとえ ば, B 列 の 6 行 目 の セ ル に は , 


ーA672 
と いう 式 が 入っ て いる . 最初 の “ー” は , この 後に 続く の が 
数 値 デ ー タ や 単なる 文字 列 で は な く , 数 式 で ある こと を 示し 


て いる . 

同様 に 。 B 列 の 7 行 目 , 8 行 目 , 9 行 目 ,…… に は , 

0 の 0022 09020 

と いう 数 式 が 入っ て いる . 

“和信 ” は ,。 BASIC の 場合 と 同様 , この 表 計 算 ソ フト で は , 累 
乗 を 表す 記号 で , “ーーA6~2"” は 。 A6 と いう セル に 格納 され た 
数 値 デ ー タ の 2 乗 を 計算 し て そこ に 表示 する , と いう 命令 を 
表し て いる . A6 に は , ここ で は 3 と いう 数 値 デ ー タ が 格納 さ 
れ て いる の で , B 列 の 6 行 目 の セル に は , “9”" と いう 数 値 が 表 
示さ れる . 


B 列 6 行 目 の セル に 入っ て いる の は , テ A6^2 と いう 数 式 で ある が , 
表 に 現れ た セル に は , A6 に 入っ た 値 (3) の 2 乗 の 値 が 計算 され て 
9 と 表示 され て いる 


(DD 7 小 9⑳ 


人 (E) 編集 5 示 
TTF 也 : 


A6 に は , 数 値 3 が 格納 され て いる 
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同様 に , C 列 , D 列 。 E 列 に は , それ ぞ れ 上 の 行か ら 順 に 


ーA4"3。 デーA4 4 ー テ A45 
テ A5"3, ーA5"4, ーA5"5 


ーA6 3, ーA6'4, テ A65 


と いう 数 式 が 入っ て いる . し た が っ て , 生 の 数 値 デ ー タ が 格納 
され て いる の は , A 列 だ け で , 後 は 。 こ の デー タ に 基づい て , 
それ ぞ れ の 数 式 に 従っ て 計算 され た 結果 が 自動 的 に 表示 され 
る の で ある . 


緒 この 数 式 は 。 お の お の の セル に 対し て , 逐一 書き 込ま な く 
て も , コピ ー 層 ペー スト (copy & paste) 機能 を 用 いて 簡単 に 
書き 入れ る こと が で きる . ここ で 重要 な の は , 相対 指定 と いう 
考え 方 で ある が , 数 学 の ベク トル の 概念 を 修得 し て いる 読者 
な ら , 容易 に 理解 で きる は ず で ある . 相対 指定 / 絶対 指定 の 考 
え 方 お よび copy & paste の や り 方 に つい て は , それ ぞ れ の 
アプ リケーション ・ ソ フト の マニ ュ ア ル を 参照 せよ . 
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TL. 表 計 算 ソ フト に よる 関数 値 の 計算 
表 計 算 ソ フト を 利用 する こと に より , 変数 と 関数 の 値 の 対 
応 表 を 作る こと が で きる . 


C10 に 入っ て いる の は , sim(B10) と いう 数 式 で ある 


ア 人 DE) 編集 (E) 表示 (⑳) 挿入 0) 書式 ロン 9MOD %7 ト 9 2 = 


B10 に 一 5 と いう 数 値 が 格納 され て いる の で sin(-5) テ 0.95892427 
の 値 が , C10 と いう セル に 表 さ れる 


B 列 で , 第 10 行 以下 で 変数 値 を 。 一 5 か ら は じ め て , 01 刻 
み に と っ て いる . C 列 に は , 第 10 行 に , “SIN(B10)” と いう 
数 式 が 入っ て いる こと か ら わ か る よう に 。, 左側 の 列 の お の お 
の の 値 に 対す る 正弦 の 値 を 計算 し た 結果 が 入っ て いる . 

太い 枠 に 入っ た 0.95892427 は 

sin( 一 5) 
の 値 で ある . 
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この よう に , 変数 と 関数 の 値 の 対応 表 が で きる と ( 下 の 画 面 
で は , 一 部 分 し か 表示 され て いな い が , 実際 は 。 ァ テー5 か ら 
ァ ー5 まで 。0.1 刻 み に と っ て いる の で ,。 この 下 に まだ 90 行 弱 


続い て いる . 
そし て この よう な 対応 表 が 完成 する と 。 そこ で で きた デー 
タ を グラ フ に 表示 させ る こと が で きる 。. 
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複数 の グラ フ を 同じ グラ フ 平 面 に 図示 する こと も で きる . 
下図 は , 一 5 ミ ァ > ミ 5 の 0.1 刻 の > の 値 に 対し 


印刷 の 都合 上 ,. わざ と 大 き な 点 を 打っ て いる 


sin と cos の 値 を 計算 し . その 結果 を , 一 緒 に 表示 させ た 
も の で ある . siny と cosy の 値 の 変化 が , 位相 ' が ずれ て いる 
だ け で ,。 同じ よう に 周期 的 に 変化 し て いる 様子 が すぐ に 見 て 
と れる 。 

無論 。 3 つ 以 上 の 関数 の グラ フ を 一 思 に 描く こと も で きる 。. 
何 本 の グラ フ ま で 同時 に 描か あせ る こと が で きる か は , それ ぞ 
れ の 表 計 算 ソ フト の 能力 に よる . 


ー 
で 


る 
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関数 の 式 を セル の 中 に 定義 むす る だ け で , 複雑 な 式 で 表 さ れ 
る 関数 の グラ フ を か く こ と も で きる . 下図 は sinz と 7( ヶ )= テ 


3 5 


ャ ー で を 二 ち 』 の グラ フ を 比較 し た も の で ある . > が 0 に 近い 


と き に は , 両者 は , 極め て 接近 し て いる こと が わか る . 


の セル の 中 に は B6 一 B6^3/6 十 B6^5/120 と いう 数 式 が 入っ て い 
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表 計 算 ソ フト を 利用 し て 媒介 変数 表示 され た 曲線 の 概 形 を 
描く こと も 簡単 に で きる . (この と き は 。 いわ め る 散布 図 と 
呼ば れる 手法 を 用 いる .) 


ピーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーー コ 


GRAPH3.WKS 


ホホ ノ 122 婦 メ イベ コト 


この セル に は =sin(A20) と いう 数 式 が 入っ て いる 


上 表 で は , (theta) の 値 を 0 か ら 3.1 まで 0.1 刻み で と り , 
その お の お の の 値 に 対し , sin の 。 cos 9 の 値 を 計算 し た 表 を 作 
っ て いる . 同じ 9 の 値 に 対応 する sin の と cos の の 値 を 横 座標, 
縦 座 標 に も つ 点 と し て 表示 させ る 散布 図 に お いて は , 

ヶ ーsin の 

ヶ 三 cos の 
と 媒介 変数 表示 され る 曲線 が プロ 
ッ ト さ れる こと に な る 。. 


陸 散布 図 は , 右 図 の よう に 2 つ 
の 数 値 を も つ デ ー タ の 分 布 を 調べ 
る た め に 用 いら れる , 最も 身近 で 
簡単 な 統計 的 手段 で ある . 
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セル に 格納 する 数 式 を 変更 する こと に よっ て , いか な る 媒 
介 変 数 表示 に も , 簡単 に 対応 で きる . 下図 は , 
ァ ー ゥ coS" の 
ヶ の sin* の (0 ミ 9 ミ 3.1) 
の グラ フ を 描く た め の も の で ある 。. 


ア 作 ) 編集 ED 表示 (⑨⑰ 種類 書式 DU⑩0 只 小 が 


C6, C7 と いう セル に に は, それぞれ, 5, 5 と いう 値 が 格納 さ 
れ , 
C9 に は ーー$C$6*SIN(A9) 
D9 に は ー$C$7*COS(A9) 
と いう 数 式 が 格納 され て いる . 単なる C6 と 違い , $C$6 は , 
これ が 絶対 指定 で ある こと を 表し て いる . その た め , C9 の 数 
式 を C10 に copy & paste する と , 
C10 に は デー$C$6*SIN(A10) 
が 書き 込ま れる . (C9 を テ C6 * SIN(A9) と し て copy & 
paste を 行なう と , C10 に は C7*SIN(A10) が 書き 込ま れ て 
9: 玉 0 
この よう に 作る こと で ,。 2,。 の 値 を 変え た た と き の グ ラフ の 
変化 を 一 瞬 で 見 る こと が で きる 。. 
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臣 . 表 計 算 ソ フト に よる 数 列 和 の 計算 

セル に 並べ られ た 数 値 を 加え 合わ せる , と いっ た 単純 な 計 
算 は , 表 計 算 ソ フト の 最も 得意 と する と ころ で ある . 

下 の 表 は ,A 列 に , 1。 2。 3。 …… と いう 数 値 デ ー タ が 格納 さき 
れ て お り , B 列 に は , 第 6 行か ら 順に 

A6, A6 寺 A7,。 A6 寺 A7 十 A8。 A6 十 A7 十 A8 十 A9。…… 
の 和 を 計算 する 式 が 記入 され て いる . 


エ 


| アイ ⑪E) 編集 表示 (V) 挿入 () 書式 9-MD)D 9%7 ト WW ? 
8 記 NO 


6 が 表示 され て いる セル B8 に は , “ーーSUM($A$6: 
A8)” と いう 数 式 が 入っ て いる が , ここ で SUM は 。 ち ょ うど 
2 記号 に 担当 する 関数 の 記号 で あり , A6 か ら A8 まで の 和 
(すなわち A6, A7, A8 に 表示 され て いる 数 値 1、2, 3 の 和 ) 
を 計算 し て 表示 せよ 。 と いう 命令 で ある . 

$ は , 指定 を 表す 記号 で ある . 


う 7 ダ ぞ $9 コン ピュ ー タ の 利用 


IV. 滞 化 式 
与え られ た 漂 化 式 で 定め られ る 数 列 の 各 項 を 計算 する こと 
も , 表 計 算 ソ フト の 最も 得意 と する と ころ で ある . 
下 の よ うに 作っ て お く と , , 2 の 値 (C4。C5 の セル に 入る 
値 ) と , 初 項 (1) の 値 (C8 に 入る 値 ) を 変更 する だ け で 漂 化 式 
が 
2z 王 の 7z- ュ 十 の (2 ニク 3 計 ) 
と 表 さ れる , あら ゆる 数 列 の 項 が , 瞬時 に 計算 し て 表示 され 


る . 


| 
9-bMD) 


4(E) 編集 (F) 表示 挿入 0① 書式 中 
ド 9⑳⑩D ? 


C10 と いう セル に は 
ー$C$4*C9 十 $CS5 


と いう 式 が 入っ て いる 


$C$4 に は 一 2。 $C$5 に は 一 1 が 格納 され , また C9 の 
値 は 3 で ある の で , C10 で は , (一 2) X( 一 3) 二 (一 1) が 計算 さ 
れ て , 5 と 表示 され て いる . 
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フィ ボナ ッ チ 数 列 の よう な 3 項 間 河 化 式 も 同様 で ある . 


この 値 を 変更 すれ ば , あら ゆる 
1 イア ヵ ー の 7 ヵ ー ュ 十 の - 2 


と いう 形 の 洒 化 式 に 対応 で きる 


フィ ボナ ッ チ 数 列 
1, 唱 25 95 93 6。 135 上 ウー ) 
の 項 が 計算 きれ て いる 


B12 と いう セル に 入っ て いる の は , 
ーB9*B$6 十 B10*B$5 
と いう 数 式 で ある . 

B$6 は , 行 の 番号 6 だ け を 絶対 指定 する 語法 で ある . B 列 
し か 間 題 と し て いな い の で , 列 に つい て は 。 絶対 指定 する まで 
も な い の で ,。 この よう に し て いる 。 も ちろ ん ,。 $B$6 の よう 
に し て も 構わ な い . 


976 $9 コン ピュ ー タ の 利用 


潤 化 式 の 応用 と し て , ニュ ー ト ン 法 を あげ よう . 


と いう 漂 化 式 で 定義 され る 数 列 は , 2 に 
収束 する . その こと を 利用 し て , 響 化 式 を 
利用 し て 2 の 近似 値 を 計算 する こと が 
で きる の で ある 。. 

上 表 で ,。 セル D7 に は 

ー(D6 十 2/D6)/2 

と いう 数 式 が 入っ て いる . 

この 表 よ り , xs』 で 1.414213562 と いう 近 
似 値 に 達し 。 そ れ 以 降 , (少な く と も 小数 第 
9 位 ま で は ) 同じ 値 し か 出 て こない (極限 
値 に 収束 する ) 様子 が 見 て と れる . 


S ャ 
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V. 表 計 算 ソ フト と 統計 


数 値 デ ー タ の 資料 。 zz。 …… > 7 に 対し て 。 その 平均 
マ , 分 散 〆, 標準 偏差 y は 

ーー_ 1 さる 
ァ デ ーー の x 
記 寺 壮 光 (6 ァ )ーー ァ デー ァ タ 

72 な =1 
c= ニ プー,、/ ア ッッ ー テ 

72 ヶ ニ 1 の 


で 計算 きれ る . また 


アー マツ 
50 十 $ ※X10 
を , : の 偏差 値 と いう . 


co EEI 
トー | ー | ミ 
イプ こ こ c は 。 こ SUM(BL1.B20)/10 # 
ン (ここ に は , SUM(C11.C20)/10 / 


ーー イジ トード 


た と えば 氏名 


た と えば 得点 


ここ に は , テ 50 十 (B11-$C$5)/$C$8*10 


ここ に は テ B20"2 
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相関 係数 を 求め る よう な 計算 も , 簡単 に で きる . 


62920 = 3 サー キー 
職 
関 


相関 関係 に つい て は , 相関 係数 を 計算 する より も , 散布 図 を 
描く 方 が 。 むし ろ , 事態 を 端的 に と ら え る こと が で きる 。 


人 (F) 編集 (E) 表示 () 各 類 GO 書式 D MOD 9% ト 9 
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VI. 表 計 算 ソ フト に よる 定 積分 の 数 値 計 算 
定 積分 の 値 は 区 分 求 積 的 に 
6ー6/(。+ ニタ) 


や 


2 の の ゥ りー の 
7(z+ 4 デー と ) 
で 近似 で きる . 台形 公式 や シン プ ソ ン の 公式 を 用 いる と, 一 般 
に , より 精密 な 近似 値 が 得 ら れる . 


(E) 表示 (⑩) 挿入 0) 書式 ① MOD WW 小 90D 3 


iIIRPUDEK‥ 


上 の 表 で は , 定 積分 Uzf み の 数 値 を 3 つの 方 法 で 近似 的 に 求 
め て いる . 

この 場合 , 被 積分 関数 が 2 次 関数 で ある の で , Simpson の 
公式 に よる と 誤差 が 生じ な い . 


38 の 0  $9 コン ピュ ー タ の 利用 
数 値 積分 を 利用 し て , 数 学 的 な 定数 の 近似 値 を 求め る こと 


も で きる . 
下 表 は , 定 積分 


ま 和 | 
| 
の 値 が 寺 で ある こと を 用 いて , シン プ ソ ン の 公式 を 用 いた 


し の み の 数 値 積分 の 結果 を 4 倍 する こと に より 。 ァ の 近 


似 値 を 求め よう と し た も の で ある . 
この 計算 で は ,。 z の 近似 値 と し て 
3.141592614 
が 得 ら れ , この 近似 法 が それ な り に 成功 し て いる こと を 示し 
て いる . 


アカ 作 (F) 編集 (ED 表示 (W) 挿入 0① 書式 ①D MD WW 3 
EE 
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人 時 . 思 グラ フ 作成 ツー ル ・ 数 式 処理 リノ フト 


関数 の グラ フ を 描く と いう 目的 に 限定 する な ら , 表 計 算 ソ フ 
ト の よう に いち いち 座標 の デー タ を 計算 する と いう 手順 を 踏ま 
な く て も , 関数 の 式 や 定義 域 を 指定 する だ け で 済ま すこ と が で 
きる 。 と いう ソフ トウ ェ ア が ある . Mathematica な ど 有 名 な ソ 
フト ウェ ア も ある が , ここ で 紹介 する GNUPLOT は , 商用 ソフ 
トウ ェ ア に 損 色 な い 機 能 を 有 し な が ら , か つ , まっ た く 無 料 で 利 
用 する こと が 認め られ て いる フリ ー ウ ェ ア で ある / 


gnuplot 


GNUPLUT 

人 S-Windows versian 3.5 

patchlevel 3.50.1. 1? 27 Aug 93 

last modified Fri Aug 27 05: 2 33 GMT 1993 


Copyright(C) 1986 - 1993 Thomas Williams, Colin Kelley 


Send comments and requests for help to info-gnuplotedartmouth.edu 
Send bugs。 suggestions and mod 


Terminal type set to "windows' 
gnuplot> plot x*##2 


上 の MS-WINDOWS 上 の GNUPLOT の 画面 で ある . 単に 


DlOot ネ ※※2 
と 入力 する だ け で , >* の グラ フ で ある 放物線 が 。 一 10 く > く 10 
の 範囲 で 図示 され る . (**2 は , 2 乗 を 表現 する 記号 で ある ) 


う 8 グ $9 コン ピュ ー タ の 利用 


Tlle Plat Xpresslons Functions Beneral Axes Chart yles 3D 『 
: 拉 SS 


DU 少 間 り 用 6 便 則 旧 哲 (大陸 四 1 還 BMal68 


t> 
plot [0:2] slog(x) 


グラ フ に よっ て は , 変数 > の 変 域 を 自分 で 明示 的 に 指定 し た 
り , 変更 し た いこ と が お こる . その よう な 場合 に も , 複雑 な プロ 
グラ ミン グ を し な く て も , わずか な コマ ンド (命令 ) を 書く だ け 
で 済む . (これ も プロ グラ ミン グ の 一 種 で は ある が ) 

上 の 例 で は , ッ ヶ テ ァ log+ の グラ フ を , 0 くく 2 の 範囲 で 描く 
た め に 

plot [0 : 2] >*logr 
と 指定 し て いる . 
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極座標 や 媒介 変数 表示 に も 対応 し て いる . 


File Plot Expressions Functions Beneral 上 ses Chart styles 3D Help 


ghuplot> set pola 
gnuplot> plat [- 10: 7] esptw ら ) 
gnuplot> 


gnuplat 


閉 Bhuplot> 
肖 gnuplot> set yrange [0: 
gnuplot> plot [-2:15] ne も 1 -cos(t) 


tsin⑪, 1-cos 人 一 一 


26 $S9 コン ピュ ー タ の 利用 


内 サイ クロ イド を 描く の も 簡単 で ある . 


File Plot Expressions Functions Beneral 下 xes Ehart styles 3D Help 
6 皇 K 下 FE 9 


linespoints 


| inespoints 


set xrange l-B:5 
set yrange [-6:5] 
plot [0:7] 5*cos(t)+1*cos(4tt),5*sin(t)-1*sin(4#t) with linespoints 


大 学 以上 で 一 般 的 な unix の 環境 で は , GNUPLOT を 含め , 
より 強力 な 道具 類 が 豊富 に 存在 する . 


Sin(x2+u2) … 1 


R11 true uisdom iS found on : 
[rnagaoka@sancho “/>(1)]gnup: 
BNUPLHOT 
Linux version 3.5 

patchleve1 3.50.1.17。 
1ast modified Fri Fuz 


Copuright(C) 1986 - : 


Send comments and re 
Send bugs,。 SuggeSt1Oi 


Term inal tupe set to 'x11* 
gnuplot> set isnsamples 60 
gnuplot> set hidden3d 

gnuplot> splot [-2:2] [-2:2]sin(x**2+u**2) 
gnuplot> 目 
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前 ペー ジ 下 図 は Linux 上 の X-Window (XEree86) で 利用 さき 
れる GNUPLOT の 実行 例 で ある . 

Linux 上 に は , グラ フイ ックス だ け で な < く , 数 式 を その まま 計 
算 す る (数 式 処 理 ) ソフ ト で , 研究 教育 機関 に 無料 で 開放 きれ て 
いる も の も ある . 下図 は , ドイ ツ の Paderborn 大 学 で 開発 され 
た 数 式 処理 ソフ ト MuPAD の 実行 例 で ある . 


ネーーーー ネ MuPR 1.2.2a -- Hulti Processing Hlgebra lata Too1 


| 症 | 
ネーーー-* | Eapuright (c) 1992-95 bu B. Fuchssteiner, Hutomath 
陸生 Universitu of Paderbonn. H11 nights neserved. 
に ーーーー ス : Unregistered vension, please reg1sten uith 
NuPRU-distnihution@uni-paderborn .dg 
>> sum((1/2)^(k-1),k=1..n) で ーー (9 
n 1 
コ 誠 (P が 9 上 肖 
へ に 1 な ー1 
> sum(①/②^(k-D,k=1..infinitu) る (は) 
の 4 
>> diff(sin(s^2) ,&) : - 二 一 一 
2 
2 xs cos(s ) 


>> int(sC3*sin(s の の, 


の 2 2 
sin(x ) & cos(xs ) 


ーー 9 あり 主因 


386 


epos | 
日 常 生活 に お ける 必要 と 十分 


“必要 ” と “十分 ” は , 2 つの 条件 の 問 の 論理 的 関係 を 表 
す 最 も 基本 的 な こと ば で す が , 高校 生 の 中 に は , 数 学 1 の 単 
元 の 1 つ に すぎ な いと 思っ て いる 諸君 も 少な く な いよ う で す 。 
ある 大 学 の 数 学科 の 学生 が , 母校 の 高校 で , 数 学科 へ の 進学 
を 希望 する 高校 生 に 勉強 の アド バイ ス を 求め られ て , 「 ま あ , 
集合 と 論理 だ け は ,。 きち ん と し て お いた 方 が 良い で すね 」 と 
答え た ら , 場内 か らい っ せい に 「 一 番 嫌 いな と ころ だ 」 と た 
め 息 が も れ た と いう , 笑う に 笑え な い 話 も あり ます 。 

と ころ で , この “必要 ” と “十分” で す が , 数 学 の 定義 に 
慣れ て し まえ ば , 以後 何で も な く 使 える よう に な る は ず で す 
が , 定義 を きち ん と 覚え ず に , 日 常 生活 に お ける それ ら の 用 
法 と 結び つけ て 考え る と , 頭 が 混乱 し て し まい ます 。 た と え 
ば 


( 酒 の 席 で )「 ま あ も う 一 杯 いか が で すか ? 」「 い や も う 十 
分 で す 」 
(夕暮 れ の 公園 で ) 「 愛 が あれ ば , お 金 な ん か 必要 な いわ 」 


上 の 例 で 「 十 分 で す 」 は , 「 も うす で に 良い 気分 に な る た め 
に 必要 な 分 は すべ て いた だ きま し た 」 し た が っ て 「 い り ま せ 
ん 」 と 同じ 意味 で 使わ れ て いま す 。 こ の 用 法 は , 数 学 に お け 
る 使い 方 と 微妙 に 違い ます ね 。 実際 

“実数 々 に つい て 2>1 で ある こと と は 〆>1 で ある た め 
に 十分 で ある ” 

と いう 用 法 で 。 2>1 が 〆>1 と な る た め に 「 必 要 な 分 を 
すべ て 」 表 し て いる と 考え た ら 不 都合 で し ょ う 。 下 の 例 に つ 
いて は , ます ます , 説明 は , 必要 な いで し ょ う 。 


38Z 


8 10 発展 問題 


本 セク ショ ン で は 。 内 容 が 数 学 軸 ・C の いく つか の 単元 に また 
が る 問題 , ある い は , 各 単 元 の 深い 理解 と 粘り 強い 思考 が 要求 さ 
れる 問題 を 扱う . 独力 で 解決 で き な く と も , 解答 を 熟読 し て し っ 
か り 理 解 で きれ ば , 著者 達 の 意図 は 達成 され る . 難解 で も れ ば , 
初 読 の 際 は 読み と ば す 手 も あろ う . 


388  $10 発展 問題 
B.1001 


数 列 {2 は , ムー あ emsin (人 テ o) (1, の 5 8 aaaee ) 


に よっ て 定め られ る と する . 
(1) すべ て の z に 対し 0 く <, く 1 を 示せ . 
(2) すべ て の z に 対し , 2 く 241 で ある こと と を 示せ . 


(3) すべ て の ヵ に 対し 1 ューzn く を ロー の ) が 成立 する こと を 示せ . 
(4) 以上 を 利用 し て {J の 極限 値 を 求め よ 。 


(0 中 0S2hcelli の る 


ある に 対し 0 くく 1 と 仮定 する と 0< 訪 @ く テ で あっ て 


0< の < 今 な ら Pb 0<gn 一 sin( 今 g。)<1 と な る . よっ て , 数 学 的 帰納 法 に より 示さ 


0<sin 9 く 1 れ た . 


(020 員 朱 95 み ーsin( テ <.)=sm 地 ーー 施 ラ テー で ある . 


つつ VS: ある 72 に 対し の て の zi と 仮定 する と (1) の 結果 よ り 
0 く の る 2 で は 昌 0 く < 今 みく テ の en く テ の mi 王 Sin (3g)<sm (リー 
sin の は 増加 する . よっ て , 数 学 的 帰納 法 に より 示さ れ た . 邊 


sin9=cos( す ー9) (3 中 軸 mnー1ーsin( 全 g。)= es]Q 2j| 


1 一 cos29 王 2sin? の 共 =2sm 引 | テーZ)| 


0 く <9< く 2 な ら ァ 0< の < 信 で は 0<sin 9 く の 9 で ある か ら 。 
sin の く の の 
は 三角 関数 の 基本 1ーgn< 外 テロ ーg)| ー を Qーgy 
不等式 
さら に ,。 (1, ②⑳ よ り 0<1g ミ 1 ムー テ だ か ら 


1 の ヵ +1 て を (1 @z)(1 の ヵ ) 和 ミ 呈 (1 一 目 
(4 ) (3⑬) と 1) の 結果 か ら 


7 NZー1 =*( 全 8 (e 92 ) 
0 く 1 g く (名) の / 寺 二 ) VIUT 02 第 


Hm 一 の) 三 0 3 lim g ヵ 王 1. 
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St は IN 二 り 0 NNJ3I 3 < つい 
無限 級数 2 ん = F( 一 1) 2 (CSK 
(1) 第 部 分 和 を S。 と し , 7ーS2。 と お く と, 数 列 (7) は 増加 . か つ 上 に 有 
界 で ある こと を 示せ . 


(2) 「 増 加 か つ 上 に 有 界 な 数 列 は 収束 する 」 こ と を 用 いて , 上 の 無限 級数 は 和 を 
も つこ と を 示せ . 


(1) 初 項 か ら , 2 項 ず つま と め て みる と 。, 


ED 。 の 語 (= に 3 有限 個 な ら , 適当 
7 タ ーSw W の に 2 あー1 デ に 括弧 を つけ て よ 
(% 三 1, 2。 3。 …… ) い .。 
ニュ 症 電 敵 凌 二 
2 の FT ERO 
7 に すなわち 0 ん は 増加 数 列 で ある . 
まだ 。 


イコ 頒 間 し 2 (た の の リ 誠 
と 変形 する と , この ( ) の 中 味 は すべ て 正 で ある か ら , 


7 に よら ず 7。 く 1 すなわち , {7 ヵ 』) は 上 に 有 界 で ある . 血 
( 2 ) {7) は 増加 か つ 上 に 有 界 で ある か ら , 極限 値 を も つ . 


それ を 7 で 表す と , lim Ssx 三 hm 7 ヵ 三 ア 2 ① 
さら に , Ss5 ヵ -」 を 考察 する と 
SnーSa キ ラー だ か ら lim 5 ぁ ュ ーHm Ss 三 ア GoGocG の ②) 


①,② よ ょ より, {S』J は 7 に 収束 する . す な わ ち , 和 が 存在 する . 


一 般 に , 各 項 の 符号 が 正負 交互 に か わる 級数 を 交代 級数 (また は 交 項 級数 ) と いう . 
上 に 示し た の と まっ た く 同 様 の 論法 に より , つぎ の 定理 が 証明 で きる . 


[定理 ] 交代 級数 (4 ( み >0) に お いて , {jj が 単調 に 減少 し 0 に 収束 す ! 
る な ら ば 。 この 級数 は 和 を も つ . 


1 員 1 ( DE 

KO ia 上 の 二 ……… 三 log2 (2 ルカ ト ー ル の 級数 ) 
ルル L 還 1 つい ( に ーー 雪 (6 プ SW ウッ 

1 3「 5 2 LE 本 記 4 (ライ プ ニ ッ ツ の 級数 ) 


な ど が ある . 
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BB.1003 


e は 0<g<1 の 実数 と する . 任意 の 自然 数 ヵ に 対し て , 
27-。 の 整数 部 分 を 2。 と し , 


27 フ ナッ ーg 十 の 
と お く と , み が 奇 数 の と き 0 ミ な くき が 偶数 の と き テ ミ な く 1 に な る と い 
う . この と き , の 値 を 求め よ . 


[アプ ロー チラ 22 ゥ ーZ 十 と 272 ニ gm 十 ち m を 比較 し ます . 
の mn 寺 ち ュ ー27gー2・27"1Zー2(2。 十 ) 
2 十 2 の , 
に お いて , 左辺 の 小数 部 は み 』i で あり , 右辺 の 小数 部 は , 
0 ミ あ みく 1/2 な ら 2 
9 な ら 2 が 一 1 
で ある か ら , 与え られ た 仮定 を 考え る と , 
二 履 ( ヵ が 奇数 の と き ) 
2 一 1 (zz が 偶数 の と き ) 
と いう 関係 が 成立 する . 
OM が ュー20 ヶ 一 1 
2(2。-i)ー1 テ 4 の 4 ュー1 
と な る . それ ゆえ , 太 三 。-r (を デ 1。 2。 3。 …… ) と お け ば , 


の ュ ュ デ 4 計 一 1 DD 太 ュ ー1/3 テ 4(8 一 1/3) 
が 成り た ち 。 これ より 
太一 1/3=4 に ( 誠 一 1/3) … mnー1/3 十 4*-( か ーー17/3) 


(上 25 9 ら OCOGO ) 
0 ミ み く 1 で な けれ 史 と な る . いま , ムー1/3 キ 0 と する と , {JJ は oo また は 一 eo に だ 発 


ば な ら な い 散 し て し まう の で , = テ 1/3 で な けれ ば な ら な い . 
さら に 
g は 202= ニ ゥ の 夢 eg 三 の 十 で 0 く 2 く 1 より カテ 0 だ か ら 
整数 部 分 ゆえ 0 g 三 1/3 
で な けれ ば な ら な い . 


逆 に , eg 三 1/3 で ある と, 2!Z の 小数 部 分 , は , z が 奇数 の と き 
は 1/3, ヵ が 偶数 の と き は み 三 2/3 と な り , 与え られ た 条件 を 
みた す . 
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こ 衣 (1 ロロ 2 ニーー--ー- つ ーー 
〆ー す (cos 全 ェ zsm 々 ) と し 。 複数 列 を つぎ の よう 定義 する . 
の 生 | II II ド て oe ① 
クー クー ュ 十 の ( ク ュー グ ,-5) (z 剛 3) aisleiezete sg ② 


この と き , lm を 求め よ . 


[アプ ロー チ ツ > 複素 数 列 に つい て の 手 化 式 で す が , その 解法 は , 通常 の 線型 3 項 間 尊 化 式 
( 計 大 学 へ の 数 学 A 人 ニュ ー ア プロ ー チ ) と 全く 変わ り ま せん . 
⑨② よ り , 

クー ジン ュー の (の ニュ ー ク グ 。 2)。 (の 生 3) 
これ は , 複素 数 列 {の ュー ググ ) が 公 比 の 等 比 数 列 を な すこ と を 示 
レラ GMUN の 

グ クーク テテ g の (る ー) (ん 1) 

で ある . この 両辺 を , ぁ ==1, 2。…… 。 2 一 1 に つい て 加え あわ せる 


5 ら 
クー ク テ (1 二 2 二 〆 十 …… + の の ②9( る ー 欠 ) 

る デー1Tg 上 〆 十 …… の デ (④ ょ より) 
la < スネ 、。。 
ーー ユー@g ⑧ 

を 得る . 

と と ころ で 。 ドド ・ モ アブ ル の 定理 に より , 
@" 王 (css 65 十 2sin を) 
2^ 3 3 

269 
mleー 還 放つ 

で ある の で , 
jim e'0 

し た が っ て , ③ か ら , 
ーー 60 
カーoo 1 一 〆 6 
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B.1005 = 


ん を 自然 数 と する . 半径 一 の 円 を 互い に 重なり 合わ な いよ うに 半径 1 の 円 


に 外 接 き せる . この と き , 外 接する 円 の 最大 個数 を 。 と する . Him を 求め よ . 


[アプ ロー チ > 具体 的 に ヵ の 式 で 表す こと の で き な い gx を どの よう に 評価 する (不等式 で 
は さむ ) か が 問題 に な り ま す . 
散 罰 左 図 の よう に 半径 1 の 円 の 中 心 O と , 円 と に 外 接 し , か つ 
互い に 外 接する 半径 1/z の 2 円 の 中 心 A, B に 対し , AOB= テ 2 
と お く と , み は, 2 が 

OA= テ OB=1 二 1/。 AB=2/ 
の 二 等 辺 三 角形 0AB の 頂 角 で ある た め の 条 件 


6 
し 4 


sm の ーー テー で 有 ① 
0 くく テ EE ⑨ 
で 決定 され る . 外 接 する 円 の 最大 個数 が 2Z,。 で ある と は , 
ここ が ポイ ント ! 2・gz ミ 27 く 2 の (の 十 1) 
る < の ミ saasreees ⑨③ 
が 成り た つこ と で ある . ⑨ よ り 
(を ー1)< 全 < の ④ 


と な る が , と と で , ①, より , ヵ つ 9o の と き , 


語 


みつ 0。 した が っ て 人 


と な る こと に 注意 する と , ④ の 右辺 と 左辺 は 


5 婦 1 内 を 2 十 1 ・ 2 7 
SS ーー 2 が の,。 7Simn の の 72 久 
Sin ん Sin 久 


1/ 學 75 
則 1 り - 才 mh 
と な る . し た が っ て 。 は さ み う ちの 原理 に より , 


10 あの 
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B.100B 


0<s< 才 に お いて 。 7ーVlsinzsin| み を 最小 に する 7 の 値 と , 7 の 最 
小 値 を 求め よ . 


アプローチ > 7 の 増減 を 知る に は 2 の 符号 を 調べ れ ば よい の で す が , 5- を 計算 する に 
は , まず 7 の 被 積分 関数 の 絶対 征 を は ず さ な けれ ば な り ま せん . 
積分 変数 > が 積分 区 間 05zs テ 内 を 動く と き , sinx 一 sin7 の 符号 が どう な る か 考え 
る の が , 第 一 の ステ ッ プ で し ょ う . 
積分 区 間 03z る 信 で smy は 増加 だ か ら , 
0 ミ ァ ミ S# で sinz 全 sin7 


婦 
7 >= テ で sm 且 Sim 7 


7=\ (sm 7 一 sin) みり (sinーsimn 7) 必 


< で 積分 する 間 は 。 
# 7 は 定数 扱い . 


# 
0 


| sinzTeosz| +| -csz-zsmn (| 


ー2(/ 凶 )sin 2cos/ー1 


の 。: (- る る) ミミ 
みみ mfT27 4 cos7 一 2sin7 


ーッ 佑二 二 2 
=2/ 4 )ces, 


と な る の で , 7 の 増減 は 右 の よう に な る . 


小 を 与え る の は 7 王子 
eM 4 で ある . 


最小 値 ニ Y2 一 1 


上 で 証明 し た こと は , “区 間 [2, 2] で 連続 な 単調 関数 /(z) に 対し , 
7( の =(17( 々 )ー7( の |z (< ミミ の は , 7 の と き , 最小 値 を と る "…… (*) 
と いう 事実 の 特別 の 場合 に ほか な ら な い . (*) の 証明 も , 上 と 同様 で ある . 
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B.100 プ 7 = 


ーoo く ヶ ぐ 十 oo で 7ーVlsin/ーzcos 月 み を 最小 に する > の 値 を 求め よ . 


[アプ ロー チ > 前 問 と 同じ 趣旨 で す が , 今度 は 絶対 値 記 号 を は ず す の が , や や 難し いで し ょ う . 
まず 。 積分 変数 7 が 0S7< テ を 変わ る と き の sin7 一 ycos7 の 符号 に つい て 考察 し ます . 


積分 区 間 は 0 ミ / ミ < 人 ① 
ァ 和 ミ 0 と する と ,。① に お いて , sin7 一 cos7 生 0 だ か ら , 
7=Veimz-zcos の み ー| cs/ーzsm 7 ドニ ュ ー ェ 
よっ て , > ミ 0 で は 7 は 減少 。 し た が っ て , 7 を 最小 に する > の 
値 を 探す に は , >=0 に お いて 考え れ ば 十分 で ある . 
* 全 0 の と き , ヶ の 値 を 固定 し て 考え る . 


7 の 関数 ヵ ーsim7。 ヶ ァ cos7 の グラ フ ( 左 図 ) より , ① に お い 
て , sin7 一 cos7 王 0 と な る 7 が た だ 1 つ だ け 存 在 す る . それ 


Sin@ 


欠 4 三 9 つ あ 85 ee09  。 の ②) 
0 ミ 87 人 ミ 々 で は sim7 ミ cos7 
3 199 : 
0 た イナ トー で は sin7 生 cos7 
上 も 3 
7 は 上 図 の 紺 線 部 区 3 7 (zcos7 一 sim の みり Xn/ 一 cos の 克 
の 面積 を 表す . 1 と 


SR kla 


ー|zsm/+eesr+| os-zsimz | 
x(2sin g 一 1) 十 2cos ゥ 一 1 
を 用 い , x か 区 ② を 代入 し て 整理 する と , 


の どちら か に 統一 . た SN 一 GO が 2 1 
〆@ に し た 方 が 楽 ! COS @ COS @ 
9@/ 2simg 一 1 
ん /74 coS“〆 
ここ で , g の 変 域 0se< テ に お いて 。, 
7 の 増減 は 右 表 の よう に な る . よっ て , 


ーー で で 7 は 最小 と な る . 


あら 
よっ て , 求め る > の 値 は , ァ ーtan で 7#・ 
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B.1008 


7 の =Vlsinz| み と し て , jm の MS) を 求め よ . 


[| アプローチ > /(>) を の 式 で 表 そ うと する と , の 値 に 応じ て (つま り , zz ミミ ァ く (Zz 
+1)z と な る 整数 ヶ の 偶 ・ 奇 に 応じ て ) 分 類 せ ね ば な ら ず 少し 厄介 で す . PS を 適当 な 


不等式 で は さむ (評価 する ) だ け で よい の で す . 
以下 , > は , 十分 大 き な 正 の 数 と し , 
27 ミ ァ ぐ (7 十 1)z と な る 整数 ヶ を と る . 
lsin | ミ 0 より , 7() は 増加 関数 で ある か ら 
が (27) 人 7060 そ 7((2k0 有 II ① 
ここ で ,。|sin 7| は 周期 え を を も つの で , 


7%o の = sm | み = テ ATsm | み 


= sin 7 み ー| cos |-zx に eee ②) 
①, より , zz ミ ァ <(% 十 1)z で は ,。 2z ミ (>) く 2(z 十 1) 
し た が っ て @ まず ,>0 で 割り , 
2 ェ と 2(z 寺 1) 。 2(% 二 1) さら に 
人 人 ミ 
(z 十 1)z 防 4 7 ミ ァ く ( 十 1)z 
C 全 2 。 | 8 記 。 @ を 用 いた . 
4 
1 
7 
ァ ー 十 co の と き 。 一 > 十 oo で ある か ら 
③ の 左端 ③ の 右端 人 m 邦 22 4 は さ み 打 ちの 原理 


攻 械 の は lsm| と 7 朝 ( 横 雪 ) 
で 囲ま れ だ 部 分 の 7 軸 の 長き 1 あたり 
の 面積 (すなわち , 区 間 0 ミ 7 ミ ァ に お 
ける |sin | の 平均 の 高き ) を 表す 
の で , ァ ー co の と き の 極限 は 一 周期 


分 。 す な わ ち 区 間 0 ミ 7 ミ z で 考え た が (の 0 
3 に) て ! 
Cm クウ ク ク ク グ ZZ 


= 
レ し 4 


婦 


と 一 致す る わけ で ある 
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zz 空間 に お いて , 媒介 変数 9(0 ミ 9 ミ 2z) を 用 いて 
P(2cos の , 2sin の 9, 0),。Q(Zcos の , Zsim の の 2Z) 
で 定め られ る 動 点 P, Q と 原点 0 を 結ぶ 三角 形 OPQ の 通過 する 立体 の 体積 


を 求め よ . 


[アフ ロー チッ へ OPQ の 面積 ら を 9 で 表し て ($- 守 の) (Sg9 を 計算 し て も は 求 ま 


り ま せん . 
9 が 9 だ け 微 小 変化 する 間 に , へ OPQ が 掃 過 する 
立体 の 体積 プレ は , 左 図 の よう に 
0 底面 が PQxPP の 長方形 


9 計ら 
4 高き が OP 
ク の 四角 すい の 体積 で 近似 で きる . 
も 02 / な 2 
イル = (z22 た の ) の (*) 
そし て ,。 その 誤差 は (の)* 程度 で ある か ら 。 49 一 0 と す 
る と 


9 _ の Z ん 
の の 6Z 


アニ チー を | 〆 ト ー を の か 


の 


微小 体積 の 近似 式 (* ) を 作る こと が 本 問 解 決 の 最大 の key point で ある . た だ し , 
近似 の 誤差 は (2 の)” 程度 で ある こと の 厳密 な 証明 は , 高校 に お ける 微積分 で は 通常 。 要求 
され な い . 

な お 上 で 体積 を 考え た 立体 は , 底 円 の 半径 が 2 で , 高 
さき さ が ん の 円 柱 面 上 の 動 点 Q が , 点 A(2, 0, 0) を 出発 し て 
円 柱 の 内 部 を 左手 に 見 な が ら 。 か つ 最 短 距 離 で 点 B(2, 0), 
/) に 達する よう に 一 周 す る と き , 線 分 OQ の 描く 曲面 の 下 
方 に ある 円 柱 の 部 分 に ほか な ら な い . 
研究 ブル の 近似 を 厳密 に 議論 する に は , イル を 

に 底面 が PQxPP′ の 長方形 
高き が 。O か ら 線 分 PP' に 至る 距離 


の 四角 すい と 
1 P'Q'x PR の 長方形 (R は , P に お ける 底 円 
高き が OP の 接線 と OP' の 交点 ) 


の 四角 すい の 体積 で 評価 すれ ば よい . 
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B.1010 一 
空間 に お いて 
ァ 十 ヶ 十 る 々 ミミ 2。 "ミミ 7。 0 ミミ る 
の すべ て を みた す 点 (z, ヶ , <) か ら 成 る 立体 の 体積 を 求め よ . 


[アプ ロー チ > 座標軸 に 垂直 な 平面 に よる 切り 口 の 面積 を 考察 する の が 定石 で す が , どの 座 
標 軸 に 垂直 な 切り 口 が 見 や すい か が 問題 で す . 条件 と し て 与え られ て いる 式 の うち で た だ 
1 個所 2 乗 の 形 で 入っ て いる が 一 定 と な る 切り 口 を 考え る と 直線 の み で 囲ま れ た 図形 と 
な る の で 楽に な り そ う だ と 見 当 が つく な ら , も う ベ テラ ン で す . 
平面 : > ニー 定 に よる 切り 口 の 平面 へ の 正 射 影 
は , 
十 々 2 一 *。 み 生 "。 < 且 0 
より , 平面 上 の 
3 直線 ッ +s デ 2 一 (一 定 ), "(一 定 ), 0 
で 囲ま れ た 図形 で , 右 図 の よう な 三角 形 で ある . 
た だ し , この 切り 口 が 存在 する の は 
みく 2 一 … キー2 く 0 より 
SOD2SH 
の と き で ある . そし て , 切り 口 の 三角 形 の 面積 S(>) は , 


2 


S⑦= す 1 ァ ) | (アオ 2 が 9ー3ー4 ヶ 4) 
以上 か ら , 求め る 体積 は , 


レー se) み = す | 生生 ー デ 2z+4z| 
は すす (末寺 
(92 和 L 
還 ( 20 


で ある . 
注意 | 平面 : s デ 一 定 で の 切り 口 の xy 平面 へ の 正 射影 は 
右 の 図 の よう な 図形 と な り , その 面積 (<) は 


1 4(@ 2 に よ e 42# 


(る ) 


上 WC 8 
y= い (2 の な = る い (9 一 収用 
と し て 体積 を 求め る こと も で きる が , 
平面 : ?ー 一 定 に よる 切り 口 を 考え る と 場合 分 けが 必要 に な り ま す . 
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3 点 A(0, 0, 1)。 B(1, 0, 0), C(1, 2, 0) を 頂点 と する 三角 形 の 紙 が ある . 
この 紙 が ヵ 軸 の まわ り に 1 回転 する と き , この 紙 の 通過 する 部 分 の 体積 を 求 
め よ . 


に コ 


[アプ ロー チ > まず , 見 取 図 な ど に よっ て , どん な 図形 を 回 転 し た も の か を つか み ま す . こ 
れ が で きた ら , あと は この 立体 の ヵ 軸 に 垂直 な 平面 に よる 切り 口 を 調べ ます . 
ヶ 軸 上 の 点 (0, 2, 0) を 通り ヵ 軸 に 垂直 な 平面 > に よる こ 
の 立体 の 切り 口 K を 考察 する . た だ し , 0 ミッ ミ 2 

〆@ に よる へ ABC の 切り 口 は 線 分 PO となり , その zz の 平面 


了 へ の 正 射影 を P(Q" と する と ,。 AP : PC= ヵ : 2 一 より , zz 平面 


> C 
ンク で は P( る 1 ュー を) ON DU | 。 の Bo ① 
線 分 PQ を ヶ 軸 の まわ り に まわ し て 得 ら れる 図形 の 面積 が 切 
り 口 KK の 面積 S( ヵ 》) で も る が , それ は zz 平 
面 に お いて , 線 分 PO を O の まわ り に 回 
転 し た 図形 の 面積 と し て 求め る こと が で き 
る . 
x K は , O か ら 線 分 PQ 上 の 点 に いた る 
距離 の 最大 値 7, 最小 値 > を それ ぞ れ 半 径 
と する 2 つの 同心 円 で 囲ま れ た 部 分 だ か ら 
の 大 中 に まめ S(》 ヵ ) ニ z(*ー ァ う is 34 ② 
さて , O か ら 直 線 PQ0 に ひい た 垂 線 の 足 を M と する 
1) 0 ミッ ミ 1 な ら , M は 線 分 P(Q- 上 に あり 
アテ 0Q'ー1,。 ヶ = テ OM= テ 1/72. 


S( の = ゼー( ケ ) が 5 お ③ 
2) 1< ヶ ミ 2 な ら , M は 線 分 PQ の 延長 上 に あり , 
① を 用 いた 12 だ =0Q=1, ァ ヶ ー ニ 0OP*ー (9)+G- が 
s の =ap-( 放 -(0- 胡 に 6- 暫 …… @ 


以上 より , 求め る 体積 は , 
rvoe- す ee 
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放物線 ッ ー テ ーz* を り 軸 の まわ り に 回 転 し て 得 られ る 曲面 た の 方 程 式 は 


リー テー(z* オ ダ ) で ある が , この 曲面 人 を, 原点 を 通り 回 転 軸 と 45* の 角 を な 
す 平 面 ガ で 切る . 曲面 と 万 で 囲ま れ た 立体 の 体積 を 求め よ 。 


平面 万 の 方 程 式 は ヵ ニ ァ と し て よい . 
この 立体 を 平面 万 に 平行 な 平面 万 , 


タデ ァ 十 を (ん は 定数 ) 。  …… ① 
で 切っ た 切り 口 を 考え る . ① と 曲面 K の 方 程 式 
りー オー(⑦+ る の 二 Se ② 


と 連立 し ヶ を 消去 する と 
に 2 
ァ 十 訪 ) オダ モニ 1ー ル を …… ③ 
(<+ タ ) ング 
グ 
と な る の で , 切り ロア , の zz 平面 の 正 射影 ② は 円 で あり , の ク 
し た が っ て , , 自身 は 「 権 円 」 で ある . 
円 ③ の 面積 は z(1 一 ヵ ) で , 
と, は zz 平面 と 45* 傾い て いる の だ か ら ,。 切り 口 の 椿 円 し 。 の 面積 


S, は , 
S4 王 y2 z(1 一 ん ) 
で ある . 平面 万 , と 平面 万 。+44 (を は 小さ な 正 数 ) と の 距離 4 は る $@ フル =5S,2 
= の 72 4 
と な る . そこ で 平面 万 。 万 。,zx と 曲面 で 囲ま れる 部 分 の 体積 は 。 =V ソ 2z0- め の 
フレ ーS,4% 王 x(1ー め 2 を 由紀 才 
で 近似 きれ る . を の 変 域 は 0 ミ を ミ 1 で ある か ら 
求め る 体積 は r=xUG- の = 邊 を トー 
2 0 202 


平面 (一 定 ) に よる 切り 口 の xy 平面 へ の 正 射 
形 は , 右 の 図 の よう な 形 と な り , その 面積 ぐ は , 


sY-eete- 間 * 


ー す (@ の ーー の 


と な る . これ か ら ャ ーー の と し て も 求め られ る . 
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B.1013 一 


水平 に お か れ た xy 平面 内 の 椿 円 写 + 生 = 1 (Z>2>0) の ? ヵ 軸 に 平行 な 弦 


を PQ と する . PQ を 1 辺 と する 正三 角形 PQR を 析 円 の 平面 と 垂直 上 方 に 作 
る . そう し て 弦 PQ を 析 円 の 左端 か ら 右 端 ま で 動か す と き , この よう に し て 作 
っ た 正三 角形 PQR が 通過 する 部 分 の 体積 を 求め よ . 


[アプロ ー チ > ヶ 軸 に 垂直 な 平面 に よる 立体 の 切り 口 が 正三 角形 で す . 
椿 円 の 方 程 式 よ り 


2 
ro(- 
し た が っ て , P, Q の 座標 (これ は 等 し い ) を と 
すれ ば P, Q の ヶ 座 標 了 は 
記 7 
ーー の 2 ) 
を みた し , 
PG=4Y*=45( ュ ーー ) 
と な り , 正三 角形 PQR の 面積 S は , 
SPPー73 3 が (ーー ) 


で ある . 
そし て ,PQ が ァ > ニダ か ら メオ イダ まで 動く 問 に , 
正三 角形 PQR が 通過 する 部 分 の 体積 ブ プル は 


ノア ニ S4 タ = ソ 3 (ロー 才 )2x 


で 近似 きれ る . 
ー2 ミ ダミ Z 久 又は 一 < くく Z の 範囲 を 動く か ら 
と 考え て も よい . 
紹 Mi 8 が ( )Zw 


=273 が ( うこ ) 婦 


ーー 
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区 間 0< ヶ > ミ 2 に お いて 連続 な 関数 が , 区 間 0 ミミ 2 に お いて 連続 で な く 


て も , im /() な が 存在 する な ら ば , この 値 を 
い /(o) と 定 義 する 。 極限 値 が 存在 し な いと き は 。 積分 も 定義 され な い . 
この と き , つぎ の 各 積分 を 求め よ . 


9 ! あ 9( 竹 gk 計 志 % 


0 ツア 


以下 , g を 十分 小さ な 正 の 数 と する . 


①) (2g に 0-7)ー2 (e 財 0) 
(きっ 


G 6 衝 -|- 計 た にゃ eー 19 


た よみ で 合 は 存在 し な い . 


し 4 
2/ 計 Ll 
(3) 届 
=|iglan 才 -ioglzl| 


と 
101 
2 
テーlog 2 ーlog 


3 
2 
と 


0 寺 E3(G 
5 tan(g/2) に . tan(g/2) 
limlogl と =log im と | 


ミー+0 


el 


ーlog テ ーーlog2 


で ある か ら 
+ 


V( ーー テ ) み =log 太 
oNSin ア と 4 


402  $10 発展 問題 

B.1015 

Jimm ( /(Z) が 存 在 する と き , この 値 を /(<) み と 定義 する . 
この 定義 に も と づい て , つぎ の 定 積分 を 求め よ . 


() “gg (Z は 正 の 定数 ) @② - 容 - 
(1) "=| ーー た ロー と の 


ここ で , g>0 だ か ら lim (一 ZX) ニ ーco で , 
lim e ダー0 で ある 。 
デー 二 oo 


5 ー の と 人 1 ー6Y ll 
いみ 9 ビビ た を 
隊 有 を 婦 二 
(2) > 2( を < の < と お く と 


ァ テ 0 は の 三 0 に 対応 する が , 任意 の 正 数 に 対し , 
tan 9ー え ( 一 < の < と な る の の 値 を と お く と , 
器 
oy* 十 1 
と な る .。 し か も 


(の = ア 7 


ァ つ ー oo と な る の は りり 


の と き で ある か ら 
りー 生 =lm( - 谷 
o ア " 十 ] =-sJo ァ “ 十 1 
も ん 
ーhm 7 テー 
7ー テ 2 


隆 九 o-“ ど の 逆 関数 は ー ナ logz で ある こと を 考え れ ば , ( 1 ) で 求め た 積分 値 は 


りー gz に も 等 し い . mw B.1014 
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の =0 の と き 。 7 の = zee-* み =Hm zeeg ーー ① 
0 アー 十 eo プ 0 


が 存在 する こと が 知ら れ て いる . この 石 (⑰) に 対し 

() 刀 ( ヵ 寺 1) ニ (2 填 1)7(⑦⑰) が 自然 数 な ら 77(2= ニ %! 
と な る こと を 示せ . 

た だ し , Him 7*e-" 三 0 (を は 定数 ) は 既知 と する . 


Fr⑦+1)= jim ze-*z …… ⑨ で ある . 
この 右辺 の 積分 を 部 分 積分 する . 
(Pe プ み =|(- と の xr ー((- と の (PD のみ 


0 
ーー 人 re-7+( の 1 ze-* OGAOO 《) 
(Gi) に お いて アー 十 eo の 極限 を 考え る と , 7!e7ー つ 0 で 
ある か ら , ①, ② よ り 
0 の お 0 の 上 0 II | | ④⑧ 
が 得 ら れる . 目 
(⑪) ヶ z が 自然 数 な ら , ④ を 繰り 返し つか う と, 
(2) ニ z77(z 一 1) テ (一 1)7(2 一 2) モ …… 


ー%(ー1( ヶ 一 2)………2・1・7(0)=z!7(0) ……… ⑥) 
85 
な (0) ニ im と の ー jm | - e"|= Ni= が 9 ⑥ 
⑤, ⑥ ょ り 
が (の)ー1. 血 


G⑪0 で 示し た こと か ら 7(⑰ は , 階 乗 !ー1・2・3……・( ヵ 1)・ ヵ を 整数 以外 の か ヵ に まで 
拡張 し た も の で ある . アア (の = テア ( ヵ ー1) で 定義 きれ る /( ヵ ) を ,。 オイ ラ の ガン マ 関 数 と 呼ぶ . 
ガン マ 関 数 と B. 419 で 扱っ た ベー タ 関 数 と の 間 に は 


ニー7(⑦ の 7(@) 
と いう 関係 が 成立 する . これ は , ヵ g が 自然 数 の 場合 に は 二 項 係数 の 公式 
1 (ea002 00 | 
( ヵ 十 9 一 1)。」。-2C ( ヵ +g 一 1)! に 相当 する . 
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B.1017 ・ 
Z を 正 の 整数 と する と き , 


co 交 
OM COSi の み ーlmU e-“'cos 7 の 


レー。-*sin7 み ーlim osin7 の 
の いずれ も が 存在 する こと を 示し 。 それ ら を 求め よ 。 


z(⑦ー リ “cos の, 9(z) ニ し e-"sim: の 7 と お く . 


部 分 積分 法 を 用 いる と , 
= 大 い ガ の ァ 
z⑦⑳=!( - の )esz み 
第 2 項 の 積分 を さ 影 | ま の 記 Ko と 送 e~ の 9 の 
ら に 適当 な 部 分 生 | > es デル ーsm の み 
分 し て ③ を 導く こ の 司 1 1 
ーー 十 (の | 。 。 。  " 。 。 』 や ssewwess:s 
と も 可能 で ある . の Pe の ① 
Cg”B. 422 全く 同様 の 部 分 積分 法 に よっ て , 
に 
が () 三 上 Sm 十 っ 2() ② 
が 得 ら れる . 
①, ② を z(z), gz) の 連立 1 次 方 程 式 と みて 解く と , 
2G の SIGTIO)E ヨ 2 の GOS72 証 上 に 昌 証 
7 咽 培 2 ③ 
山 二 6GOS 二 26 還 当 Sm の 
の ( ァ ) 三 に - 1 に ャ ッ OP39 ④ 
(GO 
0 ミミ |e- ぐ sinlse- 字 
より 」m e 0 
で ある か ら 
Jim enesimn み 邦 0 。 |) ⑤ 
は さ み 打 ちの 定理 区 同様 に Hm COGP2 ニ っ U 還 0 ベ o ⑥ 


③, ④, ⑥⑤, ⑥ よ ょ り , jim z(Z)。 lim が) が 存在 し , 


思 6 
ソニ jim z(z) ニ ーーー ァ EZ ie 
と な る 。 
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B.1018 


1)" なーHme “なー ツテ 


で ある こと を 既知 と し て , つぎ の 各 極 限 を 求め よ 。 

Q) ぁ ヵ ーー 7 +oo の と き の = o-"YZz の 極限 値 
⑳ 2 一 +0, 8 一 +eo の と き の Ks=(( 一 ) 
[p フ ローチ) 6-“ の 原始 関数 を 見 つけ よう と し て も 無理 で す . 
(1 ) アデ 十 ァ ー ビー テ ) 3 で ある か ら 


” のみ の 極限 値 


9 
@- デ ダサ テー の e-(=- が 「 る こ の 変形 が カ ギ . 
と 書け る 、 そ こ で, 。 に お いて で 
『 人 1 5 
ァ ー テ ー ち ーー で 204 の = の 6 と し て , 部 分 積分 
8 を し よう と し て も 
9 うま くい か な い 。 
ア 一 
で ある か ら 。 


2 
ヵ か っ み ー@ の 。 97 つ 十 oo は gz 一 一 @。 2… 十 oo に 対応 する の で , 


/= ニ ザ e 7 ァ z . 
( 2 ) 。 に お いて , ァ テ ge' と 置換 する と, 3 この 置換 が カギ . 


ーー の 5 ]ogy デ 4, み テ e の 


で ある の で , ヵ ーlog 2,。 9 三 log 2 と お く と ,。 


IOg ー の 
IiG あ の 3e で 
@ > 十 0。 /- 十 oo の と き の = 二 G9 束 2 一 
と な る の で 


バー/= ニ ダ e アァ . 
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B.1018 
関数 /(z) の 導 関 数 (>) は 区 間 z ミ ァ ミ 2 に お いて 増加 し て いる と する . 
この と き , 次 の 2 つが 成立 する こと を 示せ . 

(1) 曲線 ?= ニ 7(z) の この 区 間 に お ける 部 分 は , この 区 間 内 の 任意 の 点 に お け 
る 接線 の 上 方 に ある . 

(2) 曲線 ヵ = ァ ) 上 の 2 点 P, Q を 結ぶ 線 分 は , 曲線 の P, Q の 間 の 部 分 の 上 

方 に ある 。. 


[アプ ロー チ > (1), (2 ) は それ ぞ れ , 下 に 凸 で ある 曲線 が 
9 ② 


の 290G2R つ GO の と や あと と ③ あ る 
了 散 較 (1) 区 間 内 の 任意 の 点々 を と る . 
点 (e。 (2⑦) に お ける 接線 の 方 程 式 は 
タッ デー ア (の ( ァ ー の 十 パ の 
と 表 さ れる . 
NG 
gz) ニ 7(z) 一 (の ーー が (の ( ァ ー の ) 
が 2 ミミ の で つね に の >)=0 を みた すこ と を 示せ ば よい . 
5 の 0, の (y) デ ニア ( ァ ) 一 (の 
で あり , ア (z) が 増加 関数 で ある こと に 注意 する と , 9(>) の 増減 表 


と な る 。 これ よ り 。 2 ミ ァ ミ の に お いて 。 つね に の ヶ ) 生 0 
と な る こと が わか る . 時 
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(2) Pe 7 の) Q( あ バ の ) と くく. 
6 ラー 訴 の の SO に の 当る = 
P, Q を 結ぶ 直線 方程式 は 
ッ ー バ の + ク グー (の 
と (なの. 還 び つ 8 
4 の = の )ー/() の ター が 9 /。ー の 
が gg ミ ァ ミ / に お いて つね に zz) ミ 0 と な っ て いる こ 
と を 示せ ば よい . 
(の =/() テ 0 
(の =/(。) の ニク 


24 


で ある . 了 
ここ で , 平均 値 の 定理 より , 
の ーー が (の) 1 る (>) は 増加 関数 
プ (⑦) 二 5 すなわち (7)= テ 0 AA 6 
を みた す 7 が o と / の 間 に 存 在 す る こと と , な 7 は 実は 1 つ し 
ア (?) が 増加 関数 で ある こと に 注意 する と , か な い . 
(yz) の 増減 表 は 
ァ | og 2 g 
の ー 0 十 
0 | DP メ 0 | 


と な る 。 よっ て 4 ミミ ァ > ミミ の に お いて 。 つね に 刀 y) ミ 0 
と な る こと が わか る 。 時 
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B. 1080 
ァ 軸 上 の 点 P(2, 0) 1 2 を 中 心 と し , 権 円 
ァ 二 477 王 4 ……… ① に 含ま れる 円 の 最大 半径 ヶ を 次 の 幾 
何 学 的 事実 に 基づい て 求め よ . 


ニニ ニニ ー ニ ーー ニ ニー ご ご ペン ニーーーー ニ ニー ペー ニ ご コー ニー ニニ ーー ご ご ーー ンー ご ビーー ニ ーー ご ニー ご ジーニ ここ ここ 


| NOEZOIGSTTNG 二 


| 値 が , 意 を 満た す 円 の 半径 に な る . 


[アプ ブローチ Q(z, 2/) と お き , PQ* を >。 ヶ で , さら に , だ け で 表 
すこ と は た や すい で し ょ う . あと は 。 2 次 関数 の 処理 で す . 
E 演 "大 学 へ の 数 学 1 ニ ュー アプ ロー チ B.105, B.106 


Q(Z, 9) と お く と , 


POX= ニ (テー27 寺 7 。 0 ……… (の ) 
で あり , Q が 椿 円 上 の 点 で ある こと か ら , 
ao 

の 三 4 ⑥) 


で ある の で , ③ を ② に 代入 し て ヵ を 消去 する と, 
PO=( 々 ー の 1 ュー テ 


2 
③ を 満た す 実 数 区 と な る . ここ で , の 変 域 は , 1- テ =0 か ら 。 
ヶ が 存在 する た 


め の 条 件 . ー2S ミ ミミ 2 0 mm ④ 


で ある . 


りー/(x) の グラ フ の 対称 軸 : 一 含 が ④ の 移 
囲 に 入る か 否 か で 分 類 を する . 
(G) 0 ミ 今 s2 の と き 。 


2 


げ (>) の 最 修 値 =( 信 ニュー 


$ 


トー 
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ra 
G⑪) 今 @>2 の と き 
7( ヶ ) の 最小 値 ニ (2②) ニ (2 一 の が 
以上 より , 求め る 最大 半径 7 は 。 


/1ー 和 を (0ses*) G 


|2-g|=2ーg (<g<2) … の の ) 


[ 注 ] 1” P(2, 0) を 中 心 と する 半径 ヶ の 円 は , 
椿 円 の に 接し て いる . 


アー 


(⑪ / パ ( 癌 ) 9A 


の 値 が 大 きく な る に つれ て , この 円 は 右 に 移動 し , 
2 接点 Q, Q が 近づい て ゆく [⑪)]、 する と , ある 4 の 
値 の と き に Q, Q は 点 (2, 0) に 一 致し [⑪], さら に Z 
の 値 を 大 きく する と , この 円 は 点 (2, 0) で 接する 状態 
を 保ち な が ら , 半径 が どん どん 小さ く な っ て ゆく [G⑪]、 


2" 曲線 が 曲がり 方 の 度合 い (曲率 ) を 示す の に , 曲線 の 
微小 部 分 を 円 弧 と 見 な し , その 円 弧 の 半径 の 大 ・ 小 を , 
曲がり 方 の 緩 ・ 急 の 指標 と し て 使 お うと いう 考え 方 が 
ある . これ は , 大 学 で 学ぶ 曲率 円 ・ 曲 率 半径 の 概念 で 
あり , 高速 道路 の カー ブ で , “R= テ 400 m” な ど と いう 
表示 を 見 た 人 も 多い で あろ う . 

曲率 円 を 定義 する 方 法 は いろ いろ ある (mw B. 213) 


が , 本 問 の 場合 分 け の 境 い 目 g 一 芝 の と き の = 
が 椿 円 〇 の 点 (2, 0) に お ける 曲率 円 の 半径 と し て ふ 
さわ し いも の で ある こと は , ⑮ の 図 か ら 納 得 で きる で 
あろ う . つま り , ⑬⑪ も 全 の 場合 も , 円 は 椿 円 びに 点 
(2, 0) で 接し て いる が , ⑪ の 場合 が , “最も ぴっ た り と ”" 
接し て いる の で ある . 


M/1 
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か = の 
椿 円 ーー (>6>0) …… ① の 長 軸 の 
一 端 O(0, 0) で に 接する 円 で 。 忌 か ら は み 出 さ な い も の の 
半径 の 最大 値 を 求め よ . 


[アプ ロー チ > 考え る べき 円 の 方 程 式 は , 半径 ァ を 与え れ ば すぐ 書く こ 
と が で きま す . あと は , これ と ① と の 連立 方 程 式 の 処理 で す . 


履 還 点 0 で 椿 円 に 接する 円 は , O で ヵ 軸 に 接 す 
る 円 で ある か ら , その 方 程 式 は , 半径 を 7 ( ヶ >0) 
ら 叫 6 
( ァ ー ァ 7) 十 7 モ アク ーー mernr (の) 
と お ける . 
まず , 椿 円 と 円 @ と が 原点 以外 の 異な る 2 点 で 
交わ る , すなわち , 
“連立 方 程 式 《①,⑨} が 
(z, の =(0, 0) 以外 の 実数 解 を も つ " 
よう な ヶ の 条件 を 求め よう . 
② よ り ,。/ 三 x(2Zー ァ )。。 ……… (の 4 
⑨②' を ① に た 代入 し て 》 を 消去 する と , 


2 2 
= ーー- 2 ーー 
(z 29 @g ェ ィ ( z)_) 
ー 2 
ァ ー0 を 解 に も > … ァ ー0 また は ァ ー そ の ター の と な る . 


つこ と は , は じ 
ゅ から 公 か っ て マー0 は , ①, の 自明 な 共有 点 0(0, 0) と 対応 する 


る. の で , も う 一 方 の ァ の 値 
2g(g ヶ 一 の 
ュー ター の 7 本 35 ③ 


を ②' に 代入 し た と き , 2 個 の 実数 値 ヵ が 定め られ 


ンー る べき で ある . し た が っ て ③ の 値 は , 


ァ (2 ァ ケー ァ )>0 0< ァ 2 ァ 


は 


を 満た す も る の で な けれ ば な ら な い . 
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し た が っ て , この 条件 が 成り 立た な いと き 。 まず , 
ヶ 生 の の と き は , 権 円 が 円 ② に 点 0 で 内 接し ( 右 9 


2 
上 図 ), 0 みき 当 の と き は , 円 ② が , 


@ 


権 円 に 点 O で 内 接する ( 右 下図 ). 


ゆえ に 。 求め る 円 の 半径 の 最大 値 は で - で ぁ る . 


[ 注 ] 1* 本 間 で 求め た 円 の 半径 が , 椿 円 の O に 

お ける 曲率 半径 で ある こと は , その と き の 円 が , “ 最 

も ぴっ た り と " 接し て いる こと か ら 納 得 で きる . ま 
た , この 半径 は ,。③ を 7 ヶ に つい て 解い た 式 

= ユエ (デー 

し 22 

の 極限 値 lim ヶ か ら も 得 ら れる . これ が , 曲率 半径 の 求め 方 の 1 つ で 


ある . (大 学 へ の 数 学 』 ニ ュー アプ ロー チ p.176) 
の 円 ② が 椿 円 か か ら は み 出 さ な い と いう こと は 


ここ 2 2 
“( ァ メーク" 上 7 ニー ァ ” な ら ば 。 つね に ピー し EE (*) 


ァ + が ) に お いて 。 ァ 0 の と き 


が 成り 立つ と いう こと で ある 。. 
( ァ ー ァ )* 十 7 アニ ァ ” が 成り た つと き は , ーー ァ (2 ケー ァ ) で ある か ら , 


= 科 2 2 
ピー ンー が 成立 する こと は , 
ー。/)2 
ーー) <] >((〆ー の )z 一 2(Z ァ ーg の 9)=0 


が 成立 する こと と 同じ で ある . それ ゆえ , (*) は , 
"0 ミ ァ ミ 2 ケ な ら ば , つね に xr[((Zー5 の ) ァ 一 2(Z2 ァ ケーg67)) =0" 
が 成立 する こと 。 し た が っ て , 


と な る こと と 必要 十分 で ある . 
宏 
ゆえ に ,。 求め る 円 の 最大 値 は ー で ある . 
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ァ デ ー/* 且 2 OO ② を 満た し て 変化 
ァ テ 0 0 ………… ③ 
する と き z デ ァ オ 9 …… ④ の 最大 値 , 最小 値 を 求め よ . 


[アプ ロー チア < の と り 得 る 値 と は , ①, ②, ③, を と も に 満た す 実 
数 x。 ヶ が 存在 する よう な 々 の 値 で す . 


①, ②, ③ を と も に 満た す 点 (z, 2) の 存在 範 
囲 は , 左 図 の 斜線 部 で ある . 
る の と り 得 る 値 は , 
"直線 * 二 9 デ < …… ④ が , 左 の 斜線 部 と 共有 点 
を も つ " 
よう な 々 る の 値 で ある . 
④ は 傾き 一 1 の 直線 で ある が , 一 方 
椿 円 z? 十 2 一 8 …… ①′ の 点 A(2, 2 ) に お け 
2 山 
る 接線 の 傾き = 5 の 1, 


双曲線 アー ゲー2 ……⑨′ の 点 B(2, 一 72 ) に 


2 2 
号 + 夫 コト 


の 点 (。) で 2 
の 接線 は お ける 接線 の 傾き = の の Ki 
に 1 で ある か ら 。 
で ある の で 。 (i) ぇ が 最大 と な る の は , 直線 ④ が , 椿 円 弧 AB 
婦 キ 0 の と き , と 接する と き , つま り , ①' と の ④ か ら ? ヵ を 消去 し 
還 語 の 30 の 1 て 得 ら れる ヶ の 方 程 式 
傾き テニ ーー ヌー. 
2 3z*ー4zz 十 2( ダ ダー4) テ 0 
生き が 。 ァ ン 0 の 重 解 を も つと き で ある の で , 
つっ 限界 が 微妙 な | 才 光 5 3・2( ダ ー4)=0 
央 生 あ 1 重 解 王 2z/3>0 
を きち ん と 調べ か ら ,。 < 三 2/.3。 の と き と な り : 
る こと が 大 切 で (⑪) < が 最小 と な る の は , 直線 ④ が , 点 B(2, 一 2 ) 
ある . を 通る と き , つま り , <ー2ーY2 の と き で あ 
る . 
民夫 の 二 の 


(の あら 


最小 値 =2ー ソ 2 
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4=( 2 に つい て , 2 次 方 程 式 det(xz/ 一 4) テ 0 が 
異な る 実数 解 。 # を も つと する . 
の ー@ 婦 ) 


と お く と き 。, 次 の 各 式 が 成立 する こ MS 
(1) ア + の = アア, OP= ア の =O, アデ ー ア , QO*=ー@ 


(2) 4"= ニ の 〆 ア P 二 の …… (*) (% テ 1 2. 3 …") 


( 1 ) det(z/ 一 4) テ ( ァ ー の (ーー の 一 0c 三 0 性 det の 定義 


2 一 (2 十 の ァ x 十 g9 一 5c 三 0 A8.9 1 
の 2 解 が g。 2 で ある か ら , 解 と 係数 の 関係 より 
oe 上 が 王 の 十 の 。 og の 9 一 2C ………… ① 
P+ の ニー ニテ (一 女 Tg5) ニ と mm の 


79 ニ ムー が が が (4ー (z 寺 の 4 二 e6) 


ーーー が (4ー(<+ の 4+(gー) 刀 3 ① を 代入 し た . 
の O (… ケ ー リ ー・ ハ ミル トン の 定理 ) 者 A8.8 1 
同様 に . @P= テ O. 
② の 両辺 に を 左 か ら か け て , 
POP  …. ぴー ニア 


同様 に り を か け て , の パー の 中 
( 2 ) 1 の と き の 成 立 は , 次 式 よ り 明 ら か . 
ceP+ 89 ニ ーー。(4 中 (4 ep) ニ 4 
次 に 。 あ る 自然 数 に 対し て , 4"ーg" ア 十 87"O 
が 成立 し た と する と 
47 サ ー 4 メー(27P 十 87O)(ZP 十 6 の) 
=gZt1P2 上 72PO 十 g87OP 十 716? 
ーッ リア 十 87@ (“1) の 各 式 ) 
と な る の で , % 十 1 に つい て も 成立 する . 
よっ て , 数 学 的 帰納 法 に より 任意 の 自然 数 ヵ に 対 
し て , (*) は 成立 する . 時 
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BB 10 ら 4 
2 次 の 不定 方 程 式 (P) ?*ー32* ニ 1 を 考え る . 
2 8 1 0 
2 0 ピ 

(Z 全 2) に よっ て z。。 妨 (2 三 1 2。 3。 …… ) を 定め る . 

(1) ァ テ ァ 。。 ? 三 み ,。 は (の ) の 解 で も る こと を 示せ . 

(2) () を 満足 する 任意 の 正 の 整数 の 組 (x。 ヶ ) ニ (g。/) に 
対し 。4-( 2 )=( 2 ) で 〆。 を 定め る と 。 次 の こと と が 
ら が 成り た つこ と を 示せ . 

1 (z。 の め テ (〆, が ) も (の ) の 整数 解 で ある . 
ii) 0<〆<o。 0S ミ の < が 

(3) ( ど ) を 満足 する 負 で な い 整 数 解 は , 

( 々 。 9 の (zz。 2) (z 三 1。 2 3。 …… ) に 限ら れる こと を 示 
せ . 


[アプ ロー チ > (1) の 証明 に は , 数 学 的 帰納 法 が 有効 で す .(3) 任意 の 
( ア ) の 負 で な い 整 数 解 ( ヶ 。 2 が (z ヵ 。 みみ) の いずれ か と 一 致す る こと 
を 示せ れ ば よい の で す が ,…… 1 


(1) 数 学 的 帰納 法 で 証明 する . 

721 の と き は , 1*ー3・0* 王 1 より 明らか .。 

ある 自然 数 に 対し て , (z。 9 の =(zz。2 ヵ ) が (の ) 
の 解 で や っ た と する .。 つま り 


アァ が ー32ー1 OCGIOO ロ O ① 
プ み + ュ ズ カ 2 ァ ぁ 十 32 ヵ 
RET に 5 
方 ほり 27 ⑦p 十 27 
で ある か ら , 
Yaーー32zm (2z 十 83777 一 3(z 十 22。)" 
ーー GODDL く OX) ② 


で あり , (6 の (2xny zi) も ( ア ) の 解 と な る . 
結局 。 ヵ 三 1 2。 3。 …… に 対し て , 
(z,。 の (zz。 み ) は (の ) の 解 で ある . 血 


(?) と @ー 2g 一 3/ 
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i) ge,。 8 が 整数 だ か ら , の , / も 整数 で あり , 
g“ー37“ー(2g 一 39)*ー3( 一 eg 十 28)* 
ーー の 〆ー3/*ー1 独 (Z, 2) は ( ど ) 
より , (>, の =(〆, の ) も (の ) の 整数 解 で も の 解 で ある . 
5 
ii) g>0 より , og 三 y3/ デ 士 1 で あり , / は 正 の 
整数 だ か ら ,。③ よ り 


〆ー2g 一 32 ニ y127 十 4 一 79>0 る 22 ニ 273 二 1 
@ー の ー39 一 oe ニ 9 一 73 記 1>0 ーV12 ダ 4。 
の ニーg+28 ニ y4 ア 3 が 1=0 | 
8 一 ダニ ゥ ーg ニ 3 キュー/ が >0 * 

が 得 ら れる . 


0 く 〆 く og。 0 ミ の く / 
( 3 ) (の ) の 任意 の 負 で な い 整 数 解 (Z。 2) を と る . 
g 王 0 の と き 〆= ニ 1 より go ニ 1 と な り , (g, の ) 
は (*i。 か) と 一 致す る . 
>0 の と き , og も 当然 正 で ある か ら , (2) の 
(〆, /) を 求め る 操作 を 繰り 返す こと に より , (の ) 


の 整数 解 の 列 
(a, )。 (あめ )) (@。 88) …… 作 (2) の (@, が ) を 
が 得 ら れる が ( み , 旋 ) と 表す . 
@ ン カン の グ >0 (@。 か ) か ら 得 
8> 肥 > あっ …… さ 0 0 
で ある こと か ら , 必ず 太一 0 と な る 正 の 整数 ん 0 085 
が 存在 し , この 操作 は 終了 する . 作 及 よ り 小さ い 自 
太 王 0 の と き (g。 28) ニテ (1,。 0) で あり , これ は 人 然 数 は 有限 個 し 
(z。 ) と 一 致す る . か な い . 


6: ーi/ の 1 の 1 ュ の : 

0 上 の (の 
(? 王 1,。 2, …。 た 。 た だ し (ai, ) ニ (2 の ) で ある 
こと を 考え 合せ る と 

7 太 コ ) ニ (zz, の ), (gw-5 8- う (<Z3, 9) 

LC 。 (og。 の = テ (,。 ) ニ (Zi。 2 が mn) 
が 成り 立つ こと が わか る . 結局 ,(z,。 ) は 

(z。 め ) (z 三 1 2, 3, …) の いずれ か に 等 し い . 自 
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日 . 10 ら 55 
4=(} EE と する 。 


(1) 4 ヵ ー4 ヵ の か つ ヵ キ 0 を 満た す ヵ が 存在 する よう な 
実数 4 の 値 は 2 つ あ る こと を 示せ . 
また , この 値 を 4 一, 4 (ふく ) と する と き , 4。 ん 
に 対応 する ベク トル ヵ ー カ 」。 ヵ 。 を 1 つ ず つ 示 せ . 
2. 4 の 。 ウ 。 (2ー1 2.3。 …… ) を 求め よ 。 さら に , 
これ を 利用 し て , 4? を 求め よ . 


SGS 


[アプ ロー チ > (]) 連立 方 程 式 が 0 以外 の 解 を も つ 条 件 (B. 809) を 思い 
出 そ う . 


①1) =(?) と お く . 4 カー4 の と は 
(4 一 45) カニ 0, すなわち 
"4 2y 三 0 
ァ 十 (4 一 2 テ 0 
の . B.809 騙 で ある . ① が ヵ キ 0 な る 解 z。 ヶ を も つ 条 件 は 
(1 一 が (4 一 パー( 一 2)1 ユ = テ 0 
で ある 。 どれ より 
(4-2)4ー3)= ニ 0, … 4 一 2 また は 3. 
4 一 ム =2 の と き 。① は ァ +29 三 0 と 同値 


2 3 コル 
あぁ =( て (( キ 0, と だ か ら 。 =) と と れる . 
ぁ =(_!) ($ キ 0) 同様 に 。4 メ ーー3 の と き , ① は x+ ニテ 0 と 同値 


と と れる 。 


で も よい . だ か ら , =( 


2 2 As 生 
(2) 一 般 に 4 ヵ の = テ 4 ヵ が 成り 立つ と き , 
4? ヵ ー4(4 ヵ )=4(4 の) ニ 44 カー か 
4? ヵ ー4(4* の )= ニ 4(4” の ) ニ パ 4 カー パ の 。 
気 に な る 人 は ,。 多 。。。 ……… 
数 学 的 帰納 法 を と 繰り 返す こと に より , 
用 いれ ば よい . 47 カー が ( 先 二 江 2。 No 
が 得 ら れる . 
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この 場合 , 
4 カー2 か 。 4 カッ ー3 ヵ 。 
で ある か ら , 
1 ciretssec の 
としま トン ③ 
2 の 
ーー sem 9 
1 還 | om 本 0) 67 
2 細 才 42 た (2) 
に (ここ の は まとめ て 
本 ュー コリ ーー ター 6 (の 
⑨ の 両辺 に (エコ ュ ) (1 っ) を も 
か ら 掛 ける と 


ON リル 2 td 1 1 

0 0 3 
の 2711 一 87 27+1 の 。37 
性 あ : 拓 2 
が 得 ら れる . 


[ 注 ] 1" か , と し て ぁ =( 7) (7 キ 0), あ =(_『) (s$ キ 0) を 
と っ た と し て も , (2) の 結果 に 影響 し な いこ と を 確か め よ . 
2" か 。 あ を 横 に 並べ た 行列 ( あ 。 が :) を ど と お き 。 お =( や ) と 


お く と き , 4 か 」 デ ん の ュ 。 4 カー ん の > は 


4 アー(4 れ 7 の 」 ん の うー ニア PB,。 … 4 テア PgP tt… (*) 
と 表 さ れる . (*) の 両辺 を z 乗 し て 
47ー(PgP- り ? 
=(PgP- り (PBP-) ……| (PgP-) ( z 個 の 積 ) 


ー ア (アー! ア ) (アア ) …… (の )P- (は ヵ 個 ) 


0 9 ) 
ーー わら ヵ p-1 一 1 
ー ア ? ア z( 1 al 


を 利用 し て , 4” を 計算 する こと も で きる . (5 B. 811) 
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B. 10 ら 8 ーー 
と 。 の, る の 連立 1 次 方 程 式 

gg の ーー の 6 二 タデ 0 ……… ① 

e] 202 0 ミド ーー ② 

g 十 ッ ター テモ 0 mit 6 


が , 0, ヶ 三 0。 < 三 0 以外 の 解 を も つた め の , 4, ヵ の 条件 を 求め よ 。 


ヶ 。 の 。 < 々 の うち 1 つ を 消去 し て , 2 つの 未知 数 の 連立 方 程 式 に 帰着 させ て 考 
GESII 822 
① か ら 得 られ る < テーZx 十 6 ……… ①′ を ②③, ⑧ に 代入 す 
る と , , ヵ ヶ の 連立 方 程 式 
ァ > 十 2 一 6( 一 Z 十 6/) テ 0 
交 ッ ー が 一 gy 十 ) テ 0 


つま り 
1 の)z 十 (2 一 の 7 テニ 0 ……… ④ 
@2 寺 1) ァ 圭一 の )92 モ 0 0 ……… 6 ゆ 
が 得 ら れる . 


④, ⑤ の 解 が ヶ =0, 一 0 だ け と する と ,。①' より ぇ =ー0 と な り 。 
連立 方 程 式 () の 解 は テテ 0, 2 王 0,。 < テ 0 に 限ら れる 。 
し た が っ て , 求め る 条件 は 。④, ⑤ が >=0, ヶ 三 0 以外 の 解 を 
参 3 に 1 十 2 の 一 の 
B. 809 参照 も つこ と で ある .。 その 条件 は , 係数 行列 (0 0 
が 逆行 列 を お も お た な いこ と で ある か ら , 
(1 二 2 の (1 の) 一 (2 一 の )2(5 十 1) テ 0 
(5+1{1+ す 2 の (1 一 の ー(2 一 2=0 
ー(2 一 1)(2 填 1)(2 一 5 十 1) テ 0 


ctU 属 
g 三 1 の ム ニ ー1 また は og 一 ヵ 士 10 
で ある 。. 
/ 人 語 ss( 
[ 注 ] の た 打 伯 は (の 係数 5 | 205 独 を も た な い 条件 に 等しい 
2 請 出 』 の 


一 般 の 3 次 正方 行列 が 逆行 列 を もち つ ( ま た は , も た な い ) た め の 条 件 な ど は , 大 学 で 学習 
する は ず の 「 線 形 代 数 」 の 守備 範囲 で ある . 
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7 の 
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各 項 目 の 事 項 を 記載 し て ある 人 箇所 を 示す の に , 
A 篇 (基礎 理論 ) に 関し て は , 小節 の 番号 と 共に ( ) 内 に ペー ジ も 


記し て お いた . 


B 篇 (演習 問題 ) に 関し て は , 当該 番号 の み を 示し て ある . 


アス テロ イド A7.5(286) 
B.316, B.358, B.513 

アル キメ デス B.703 
アル キメ デス の 公理 B.110 
アル キメ デス 螺 線 A7.6(289) 
1 価 関数 A2.2(53) 
陰 関 数 A2.2(52), A3.5(118) 
ーー の 微分 法 A2.9(72) 
オイ ラ (Euler) B.419 
オイ ラ の ガン マ 関 数 B.1016 
オイ ラ の ベー タ 関 数 B.419 

陣 か 久 

開 区 間 A2.1(48) 
ーー で の 連続 性 A2.6(63) 
外 サ イク ロイ ド B.316, B.724 
解析 幾何 B.704。 B.716 
可 換 A8.7(333) 
可逆 な 行列 A8.9(337) 
角速度 A3.4(116) 


拡大 係数 行列 B.814 
角 変 数 A7.6(287) 
カー ジオ イド A7.6(289) 
片側 極限 A2.5(59) 
関数 
ーー の 陰 関 数 表示  A2.2(52) 
ーー の 近似 A3.5(116) 
ーー の 合成 A2.2(51) 
ーー の 四則 A2.2(51) 
ーー の 接続 A2.2(53) 
ーー の 値 域 A2.1(48) 
ーー の 定義 域 A2.1(48) 
ーー の 媒介 変数 表示 A2.2(53) 
ーー の 連続 性 A2.6(63) 
ガン マ 関 数 B.1016 
基本 変形 (行列 の ) A8.12(344) 
ーー と 逆行 列 B.816 
逆 関 数 A2.2(52) 
連続 関数 の 一 一 A2.6(64) 
ーー と 微分 A2.8(69) 
逆行 列 A8.9(336) 
級数 
"無限 級数 も 見よ 
定 積分 と 一 一 A5.5(231) 
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行 ベ スク トル A8.2(326) 
共役 双曲線 A7.3(280) 
行列 A8.1(324) 
行列 式 A8.9(338) 
極 
極座標 の 一 一 A7.6(288) 
ーー と 極 線 B.709 
極限 値 
2 の ベ キ の 一 一 A1.2(3) 
片側 一 一 A2.5(60) 
関数 の 一 一 A2.5(59) 
数 列 の 一 一 A1.1(2) 
商 の 一 一  A1.3(5), A2.5(61) 
積 の 一 一  A1.3④⑭), A2.5(61) 


洒 化 式 の 解 と ーー 一 A1.7(11, 12) 
線型 結合 の 一 一 
A1.3(4)。 A2.5(61) 


等 比 数 列 の 一 一 A1.2(4) 
左側 一 一 A2.5(60) 
不定 形 の 
A1.4(6)。 B.101…B.106 
右側 一 一 A2.5(60) 
連続 関数 と 一 一 A1.3(5) 
ーー の 演算 (数 列 が 発散 
する 場合 ) A1.4(6) 
ーー の は さ み 打 ち  A1.5(7, 8) 
極座標 A7.6(287) 
極 線 
極 と ー 一 B.709 
極 値 A3.1(112) 
極 方 程 式 A7.6(287), B.726, 


B727。 Bi7295 B30 
B.213。 B.303, B.357, 
B.358。 B.1020 


曲率 円 


曲率 中 心 B.213, B.303, B.358 


曲率 半径 'B.213B.357, B.358, 
B.1020, B.1021 
近似 A3.5(116) 
近似 和 ( 定 積分 の ) A4.5(198) 
係数 行列 A8.11(341) 
ケー リー・ ハ ミル トン の 定理 
A8.8(336) 
原始 関数 A4.1(190) 
減少 数 列 A6.4(267) 
高位 の 無限 小 B.212, B.217 
高 次 導 関 数 A2.10(74) 
合成 関数 A2.2(51) 
ーー の 微分 法 A2.8(68) 
ーー の 連続 性 A2.6(64) 
交 項 級数 B.1002 
交代 級数 B.1002 


コー シー の 平均 値 の 定理 
A6.2(261)。 B.226 


弧 長 A5.4(229), A7.6(290) 
弧 度 法 A2.1(49) 
固有 値 B.810 
固有 ベク トル B.810 
さ 

サイ クロ イド  A7.5(286), B.224, 
B.316, B.358, B.514 

三角 関数 A2.1(48) 
ーー と 極限 A2.5(62) 
ーー の 導 関 数 A2.7(65) 

3 点 接 触 B.213 
散布 図 A9.1(371) 


軸 

放物線 の 一 一 A7.1(273) 
指数 関数 A2.1(50) 
ーー の 導 関 数 A2.7(65) 
始 線 A7.6(287) 
自然 対数 A2.1(50) 
ーー の 底 (@) A2.1(50), 
A2.5(62), B.215 
集積 点 A6.4(266) 

収束 
級数 の 一 一 A1.6(8) 
数 列 の 一 一 A1.1(2) 
有 界 単調 数 列 の 一 一 AG6.4(267) 
縮 閉 線 B.358 
準 線 A7.1(272) 
消去 法 A8.12(343) 
焦点 A7.1(272), A7.2(274), 
A7.3(279) 
除去 可能 な 特異 点 B.228 
伸 開 線 B.358。 B.515 


ジン デ プ ソ ン の 公式 
A4.6(201)。 A9.1(379) 


数 列 

ーー の 極限 値 A1.1(2) 

ーー の 収束 A1.1(2) 

ーー の 発散 A1.1(2) 
周期 関数 B.207 
商 

ーー の 極限 A1.3(5)。 A2.5(61) 

ーー の 敏 分 A2.8(67) 

ーー の 連続 性 A2.6(64) 
スタ ー リ ング の 公式 B.352 
正則 な 行列 A8.9(337) 
成分 (行列 の ) A8.1(324) 
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正方 行列 A8.1(325) 
正 葉 曲線 A7.6(289) 
跡 ( 行 列 の ) B.804 
積 

ーー の 極限 A1.3(4)。 A2.5(61) 
ーー の 微分 A2.8(67) 
ーー の 連続 性 A2.6(64) 
積分 定数 A4.1(190) 
接線 A3.1(110) 
放物線 の 一 一 A7.1(274) 
椿 円 の 一 一 A7.2(278) 
双曲線 の 一 一 A7.3(280) 
接続 
関数 の 一 一 A2.2(53) 
ーー と 微分 可能 性 _ A2.8(71) 
ーー と 連続 性 A2.6(64) 
絶対 指定 A9.1(366) 
洒 近 線 A7.3(280) 


尊 近 的 性 質 ( グ ラフ の ) A3.3(114) 
線型 結合 
ーー の 極限 A1.3(4)。 A2.5(61) 


ーー の 微分 A2.8(67) 
ーー の 連続 性 A2.6(64) 
増加 数 列 A6.4(267) 
相 加 平均 ・ 相 乗 平均 の 不等式 
B.334 
双曲線 A7.3(279) 
ーー の 語源 B.711 
双曲線 三角 関数 B.415 
双曲線 正弦 B.415 
双曲線 正 接 B.415 
双曲線 余弦 B.415 
総合 幾何 B.716 
相対 指定 A9.1(366) 
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細 た 系 


第 z 次 導 関 数 A2.10(74) 
台形 公式 A4.6(200), A9.1(379) 
対数 関数 A2.1(50) 

ーー の 導 関 数 A2.7(65) 
対数 微分 法 A2.9(73) 
対数 螺 線 A7.6(289, 290) 
体積 A5.3(228) 
第 2 次 導 関 数 A2.10(74) 
椿 円 A7.2(274), B.358 

ーー の 語源 B.711 
多 価 関数 A2.2(53) 
高木 貞治 A8.1(325) 
縦 ペ クト ル A8.2(326) 
単位 行列 A8.7(333) 
短 軸 A7.2(277) 
単調 数 列 A6.4(267) 
値 域 A2.1(48) 
置換 積分 A4.2(192) 


中 間 値 の 定理 A2.6(64), B.232 
中 心 


椿 円 の 一 一 A7.2(277) 
長 軸 A7.2(277) 
直角 双曲線 A7.3(280) 
低位 の 無限 小 B212。Bi217 
定義 域 A2.1(48) 
定 積分 A4.1(192) 

ーー 一 で 表 さ れる 量 A5.1(226) 

ーー と 級数 A5.5(231) 
ーー の 評価 A5.5(231) 
定 発散 A1.1(3) 


テイ ラー の 公式 A6.3(263), 
B.603 
同位 の 無限 小 B.212 
導 関 数 
微分 も 見 よ 
基本 的 な 関数 の 一 一 A2.7(65) 
高 次 A2.10(74) 
第 2 次 A2.10(74) 
第 z 次 A2.10(74) 
ーー の 定義 A2.7(65) 
等 速 円 運動 A3.4(116) 
等 比 級数 
無限 等 比 級数 を 見 よ 
凸 。 A3.2(111), B.1019 
トロ コイ ド B.316 
な 久 
内 サイ クロ イド B.316, B.724 
2 次 曲線 A7.4(281) 
2 点 接 触 B.213 
三 ュ ー ド ン 法 
A3.5(117), A9.1(376) 
B.363。 B.366 
細 は 久 
媒介 変数 表示 A7.5(285) 
関数 の 一 一 A2.2(53) 
ーー と 弧 長 A5.4(229) 
ーー と 後 分 A2.8(70) 
ーー 一 と 面積 A5.2(228) 
掃き 出し 法 A8.12(345) 


は さ み 打 ち A1.5(7,8), A2.5(62) 


発散 
級数 の 一 一 A1.6(8) 
数 列 の 一 一 A1.1(2。 3) 
パラ メー タ 表 示 
gg* 媒介 変数 表示 を 見 よ 
半径 変数 A7.6(287) 
左側 極限 値 A2.5(60) 


微積分 法 の 基本 定理 A4.5(198) 
微分 


陰 関 数 の 一 一 A2.9(72) 
遂 関数 と 一 一 A2.8(69) 
合成 と ーー A2.8(68) 
商 の 一 一 A2.8(67) 
積 の 一 一 A2.8(67) 
接続 と A2.8(71) 
線型 結合 の 一 一 A2.8(67) 
媒介 変数 表示 と A2.8(70) 
微分 可能 性 A2.7(65) 
連続 性 と 一 一 A2.7(66) 
評価 
級数 の 一 一 A5.5(231) 
定 積分 の 一 一 A5.5(231) 
標準 形 
双曲線 の 方 程 式 の 一 一 
A7.3(279) 
椿 円 の 方 程 式 の 一 一 
A7.2(274) 
放物線 の 方 程 式 の 一 一 
A7.1(272) 
複素 数 
ーー と 行列 A8.10(339) 
不定 形 の 極限 値 A1.4(6), 
B.101>B.106, B.225 
不定 積分 A4.1(190) 
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不 等 号 の 保存 (極限 に お ける ) 
A1.5(7)。 A2.5(61) 
不等式 の 表す 領域 
ーー 一 と 2 次 曲線 A7.4(282) 
部 分 数 列 A6.4(266) 
部 分 積分 A4.3(195) 
部 分 分 数 分 解 A4.4(196) 
部 分 和 A1.6(8) 
分 数 1 次 関数 A2.3(54) 
閉 区 間 A2.1(48) 
で の 連続 性 A2.6(63) 
平均 値 の 定理 


A3.1(110)。 A6.1(258) 
コー シー の 一 一 
B.226, A6.2(261) 


べ キ ( 雪 ) 
の A8.7(333) 
べ キ 関数 A2.1(48) 
ーー の 導 関 数 A2.9(73) 
ベー タ 関 数 B.419 


ベル ヌイ の 不等式 B.110, B.111 


変 曲 点 A3.2(113)。B.309 
法 線 A3.1(110) 
放物線 A7.1(272) 
ーー の 語 B.711 
留 ま 久 
右側 極限 値 A2.5(60) 
無限 級数 
ーー の 収束 A1.6(8) 
ーー の 発散 A1.6(8) 
ーー の 部 分 和 A1.6(8) 
ーー の 和 A1.6(8) 
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無限 小 

高位 の 一 一 B.212, B.217 

同位 の 一 一 B.212 

低位 の 一 一 B.212, B.217 
無限 数 列 

"数 列 を 見 よ 
無限 大 

ーー の 演算 A1.4(6) 
無限 等 比 級数 

ーー の 和 A1.6(9) 
無理 関数 A2.4(57) 
面積 A5.2(227), A7.6(290) 

や 系 

有 界 

上 に ーー 一 A6.4(267) 

下 に 一 一 A6.4(267) 
有 界 単調 数 列 の 収束 定理 

A6.4(267) 

陽 関数 A2.2(52) 
要素 (行列 の ) A8.1(325) 
横 ベ クト ル A8.2(326) 
ジミ ジ クシ A2.1(49) 


リサ ジュ ー 図 形 
A7.5(286), B.223, B.315 
A7.2(276), A7.3(279) 
A7.6(289)。 B.711 
A4.5(199) 
A4.5(199) 
A8.7(334) 


離心 率 


リー マン (Riemann) 
リー マン 和 
零 因 子 


零 行列 A8.4(328) 
列 ベ クト ル A8.2(326) 
レム ニス ケー ト  A7.6(289, 291) 
連続 関数 
ーー と 極限 A1.3(5) 
ーー の 逆 関 数 A2.6(64) 
ーー の 合成 A2.6(64) 
ーー の 四則 A2.6(64) 
ーー の 接続 A2.6(64) 
連続 性 A2.6(63) 
"連続 関数 も 見 よ 
開 区 間 で の A2.6(63) 
微分 可能 性 と ーー 一  A2.7(66) 
閉 区 間 で の 一 一 A2.6(63) 
連立 1 次 方 程 式 A8.11(340) 
ロ ピ タル の 公式 A6.2(262), 
B.226 
ロ ル の 定理 A6.1(258) 
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割 判 紀 智 制 記名 村 玉 


ふじ た ひろ し 
し 


東海 大 学 教授 , 東京 大 学 理学 部 名 准 教 授 

学生 時 代 に すでに 数 学 教育 の 重要 性 を 認識 , 本 
書 の 前 身 「 東 大 へ の 数 学 」 を 執筆 日 本 数 学会 
事 長 , 日 本 応用 数 理学 会 会 長 , 東大 理学 部 長 な ど 
の 研究 教育 ・ 学 術 行政 の 要職 の 合間 を ぬっ て , 数 
学 教育 国際 委員 会 日 本 代表 , 文部 省 教 育 課 程 審議 
会 委員 , 数 学 オ リン ピッ ク 財 団 理事 長 な ども 歴任 
され , 数 学 教育 に 関し 国際 的 ・ 国 内 的 に 活躍 し て 
こら れ ま し た . 


「 東 大 に 入っ て 最も 良かっ た こと の 1 つ は 藤田 
宏 先 生 に めぐ りあ えた こと 」 と いう こと で ,「 大 学 
へ の 数 学 」 と の 出会い も , 藤田 ゼミ 時 代 . 技術 的 
数 学 に 飽き た ら ず , その 意味 を 求め て 「 数 学 史 と 
数 学 教育 に さま よい 込ん だ 」 と いう こと で , 今 で 
は 「 趣 味 は 数 学 教育 ,」 だ そう で す . 

東大 や 早 大 で も 講義 を な さっ て いる の で , 先輩 
た ち に は , 先生 に 習っ た 人 も いる か も し れ ま せん 
ま / 


タク Z 


な が きき けん いち 


千葉 工業 大 学 工学 部 教授 

明快 な 関数 解析 の 講義 に 引か れ て 藤田 ゼミ を 選 
び , 初め て 非線形 微分 方 程 式 論 と 出会っ て 以来 , 
現在 まで その 研究 を 続け て いら っ し ゃ いま す . 
先生 の 目標 は , 研究 面 だ け で な く , 大 学 に お い 
て 数 学 を わか りや すく 教え る と いう 点 で も , 藤田 
先生 に 近づく こと と の と と で す . その た め に も 。, 
高校 数 学 の 実状 を 再 確認 で きた 本 書 の た め の 仕事 
は 非常 に 有益 だ っ た そう で す . 


な が お か や す ふ み 
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東進 ハイ スク ー ル 講師 
台 予 備 学校 講師 を 経て , 現在 。 東進 ハイ スク 

ー ル 講師 . 

若い 情熱 と 誠実 な 教え 方 で , 生徒 の 信頼 と 尊敬 
を 集め て いら っ し ゃ いま す . 

受験 指導 の 現場 を 数 多く 経験 し た 立場 か ら “ 使 
いや すぐ” わかりやすい”「 大 学 へ の 数 学 」 の た 
め に 多く の 提案 を 出し て 頂き まし た . な お , 先生 
は 長岡 亮介 先生 の 第 さ ん で す . 
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